5. Valés analizis gyakorlat, 2016. szeptember 28.
ZH. (évfolyamzh) id6pont: oktéber 21-e, péntek, 18:00-20:00, helyszin: Déli tomb 0-821 (Bolyai terem).

5.1. (a) A marslaké csak a természetes szamokat és az Osszeadast ismeri. Mely test ill. rendezési axiémék
teljesiilnek a vilagaban?

(b) A kinai sz6ken6-robot az egész szdmokat és az Osszeaddst ismeri. Mely test ill. rendezési axiémak
teljesiilnek a vilagaban?

(c) Az I6-laké (Az 16 a Jupiter egyik holdja) szdmdara a valés szamok a {0,1} halmazbdl éllnak, és
a modulo 2 Osszeadast ismeri: 0 0 =0,001=1,1H0=1,és1d1 = 0. Mely test ill. rendezési
axiomak teljesiilnek a vilagaban? Definialhato-e szamara szorzas gy, hogy teljesiiljenek a testaxiémék?
Teljesithetok-e a rendezési axiomak?

(d) A komplex szdmokra, mely test axiémék teljesiilnek? Megadhaté-e a rendezési axiéméaknak eleget
tevo rendezés?

5.2. Ellenérizziik, hogy a valds szamok halmazéan az a®b = a+b+1 miivelet kielégiti az els6 négy axiomat.
Mi lesz a nullelem? Adjunk meg olyan ,,szorzast”, a ® b-t, amellyel egyiitt testet kapunk.

5.3. Igazoljuk a testaxiémak felhasznalasaval a kovetkezoket.
Ha ab = 0, akkor a = 0 vagy b = 0; —(—a) =q; (a—b)—c=a—(b+c); —a=(-1) a
(a/b) - (¢/d) = (a-c)/(b-d).
5.4. Vezessiik le a test- és rendezési axiémakbdl, hogy Va € R a? > 0.
5.5. [gazoljuk, hogy minden valés szamnal van nagyobb kettohatvany.

5.6. Milyen rendezett testekben értelmezhetjik az egészrészfiiggvényt?

5.7. Legyen F test, és F[x] az F feletti polinomok gyfirtije. A polinomokbdl készitett a(x)/b(x) és c(x)/d(x)
formalis torteket nevezziik ekvivalensnek (jelben a/b ~ ¢/d, ha a(x)d(x) = b(x)d(x).

(a) Mutassuk meg, hogy a ~ reldcié reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv, azaz a ~ a, a ~ b < b~ a és
(a ~b)A(b~ c) = (a~ c). Igazoljuk, hogy a formdlis tortek halmaza diszjunkt halmazokra (ekvivalencia-
osztélyokra) bonthaté gy, hogy két tort akkor és csak akkor van ugyanabban az ekvivalencia-osztalyban,
ha ekvivalensek.

A tortek ekvivalencia-osztalyait nevezziik F feletti raciondlis tort fliggvényeknek.

(b) Mi legyen két raciondlis tort Gsszege, illetve szorzata?

(c) Igazoljuk, hogy a raciondlis tortek testet alkotnak. (A jele: F'(x).)

Hazi feladatok

5.8. Igazoljuk a testaxiémdk felhasznaldsaval a kovetkezoket.
(—a) b= —(ab); 1/(a/b) = b/a; (a-b)+c = a-(b-c).
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5.9. Vezessiik le a test- és rendezési axiomakbol, hogy ha a < b < 0, akkor 5 < —<0.
a

5.10. Ellendrizziik, hogy a pozitiv valés szdmok halmazan az a Hb = a - b mivelet kielégiti az elsé négy
axiomat. Mi lesz a nullelem? Adjunk meg olyan szorzast, azaz definialjunk alkalmas a [ b-t, amellyel
egylitt testet kapunk.

5.11. Igazoljuk, hogy minden pozitiv valés szamnal van kisebb pozitiv racionalis szam.

5.12. Két valés egytitthatos polinom hanyadosat nevezziink pozitivnak, illetve negativnak, ha a szamlalo
és a nevezo foegylitthatdja azonos, illetve ellentétes eldjeli.

(a) Igazoljuk, hogy ha két tort ekvivalens, akkor vagy mindkettd pozitiv, vagy mindketté negativ, vagy
mindkettd ekvivalens a 0/1 torttel.

(b) Ellenérizziik, hogy ez a definici6 kiterjeszthet6é rendezzéssé a racondlis tortek testére tigy, hogy a
racionalis tort fliggvények rendezett testet alkossanak.

(c) Teljesiil-e a raciondlis tortfiiggvények rendezett testében az Arkhimédészi axiéma?

5.13. Olvassuk el a Hogyan fogjunk oroszldnt? c. cikk els6 felét, a /2 1étezésének elsé bizonyitasaig:
http://www.komal.hu/cikkek/kg/oroszlan/oroszlan.h.shtml

A korabbi feladatsorok itt:  http://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/2016osz-anli/
Tovabbi gyakorlé feladatok: http://mat-peldatar.elte.hu
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