
5. Valós anaĺızis gyakorlat, 2016. szeptember 28.

ZH. (évfolyamzh) időpont: október 21-e, péntek, 18:00-20:00, helysźın: Déli tömb 0-821 (Bolyai terem).

5.1. (a) A marslakó csak a természetes számokat és az összeadást ismeri. Mely test ill. rendezési axiómák
teljesülnek a világában?

(b) A ḱınai szőkenő-robot az egész számokat és az összeadást ismeri. Mely test ill. rendezési axiómák
teljesülnek a világában?

(c) Az Ió-lakó (Az Ió a Jupiter egyik holdja) számára a valós számok a {0, 1} halmazból állnak, és
a modulo 2 összeadást ismeri: 0 ⊕ 0 = 0, 0 ⊕ 1 = 1, 1 ⊕ 0 = 1, és 1 ⊕ 1 = 0. Mely test ill. rendezési
axiómák teljesülnek a világában? Definiálható-e számára szorzás úgy, hogy teljesüljenek a testaxiómák?
Teljeśıthetők-e a rendezési axiómák?

(d) A komplex számokra, mely test axiómák teljesülnek? Megadható-e a rendezési axiómáknak eleget
tevő rendezés?

5.2. Ellenőrizzük, hogy a valós számok halmazán az a⊕b = a+b+1 művelet kieléǵıti az első négy axiómát.
Mi lesz a nullelem? Adjunk meg olyan ,,szorzást”, a⊙ b-t, amellyel együtt testet kapunk.

5.3. Igazoljuk a testaxiómák felhasználásával a következőket.
Ha ab = 0, akkor a = 0 vagy b = 0; −(−a) = a; (a− b)− c = a− (b+ c); −a = (−1) · a;

(a/b) · (c/d) = (a · c)/(b · d).
5.4. Vezessük le a test- és rendezési axiómákból, hogy ∀a ∈ R a2 ≥ 0.

5.5. Igazoljuk, hogy minden valós számnál van nagyobb kettőhatvány.

5.6. Milyen rendezett testekben értelmezhetjük az egészrészfüggvényt?

5.7. Legyen F test, és F [x] az F feletti polinomok gyűrűje. A polinomokból késźıtett a(x)/b(x) és c(x)/d(x)
formális törteket nevezzük ekvivalensnek (jelben a/b ∼ c/d, ha a(x)d(x) = b(x)d(x).

(a) Mutassuk meg, hogy a ∼ reláció reflex́ıv, szimmetrikus és tranzit́ıv, azaz a ∼ a, a ∼ b ⇔ b ∼ a és
(a ∼ b)∧(b ∼ c) ⇒ (a ∼ c). Igazoljuk, hogy a formális törtek halmaza diszjunkt halmazokra (ekvivalencia-
osztályokra) bontható úgy, hogy két tört akkor és csak akkor van ugyanabban az ekvivalencia-osztályban,
ha ekvivalensek.

A törtek ekvivalencia-osztályait nevezzük F feletti racionális tört függvényeknek.
(b) Mi legyen két racionális tört összege, illetve szorzata?
(c) Igazoljuk, hogy a racionális törtek testet alkotnak. (A jele: F (x).)

Házi feladatok

5.8. Igazoljuk a testaxiómák felhasználásával a következőket.
(−a) · b = −(ab); 1/(a/b) = b/a; (a-b)+c = a-(b-c).

5.9. Vezessük le a test- és rendezési axiómákból, hogy ha a < b < 0, akkor
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b
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a
< 0.

5.10. Ellenőrizzük, hogy a pozit́ıv valós számok halmazán az a ⊞ b = a · b művelet kieléǵıti az első négy
axiómát. Mi lesz a nullelem? Adjunk meg olyan szorzást, azaz definiáljunk alkalmas a ⊡ b-t, amellyel
együtt testet kapunk.

5.11. Igazoljuk, hogy minden pozit́ıv valós számnál van kisebb pozit́ıv racionális szám.

5.12. Két valós együtthatós polinom hányadosát nevezzünk pozit́ıvnak, illetve negat́ıvnak, ha a számláló
és a nevező főegyütthatója azonos, illetve ellentétes előjelű.

(a) Igazoljuk, hogy ha két tört ekvivalens, akkor vagy mindkettő pozit́ıv, vagy mindkettő negat́ıv, vagy
mindkettő ekvivalens a 0/1 törttel.

(b) Ellenőrizzük, hogy ez a defińıció kiterjeszthető rendezzéssé a raconális törtek testére úgy, hogy a
racionális tört függvények rendezett testet alkossanak.

(c) Teljesül-e a racionális törtfüggvények rendezett testében az Arkhimédészi axióma?

5.13. Olvassuk el a Hogyan fogjunk oroszlánt? c. cikk első felét, a
√
2 létezésének első bizonýıtásáig:

http://www.komal.hu/cikkek/kg/oroszlan/oroszlan.h.shtml

A korábbi feladatsorok itt: http://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/2016osz-an1i/

További gyakorló feladatok: http://mat-peldatar.elte.hu
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