6. Valos analizis gyakorlat, 2016. oktdober 3.

ZH. (évfolyamzh) idSpont: oktéber 21-e, péntek, 18:00-20:00, helyszin: Déli t6mb 0-821 (Bolyai terem).

6.1. Cseréljiik a rendezési axiomakat a kovetkezokre.
R1’. Minden valés szam vagy 0, vagy pozitiv, vagy negativ.
R2’. x akkor és csak akkor pozitiv, ha —x negativ.
R3’. Barmely két pozitiv szam 0sszege pozitiv.
R4’. Barmely két pozitiv szam szorzata pozitiv.
Ezek utdn a < relaciét definialjuk a kévetkezoképppen: a < b akkor és csak akkor, ha b — a pozitiv.
Mutasssuk meg, hogy ezekbol kovetkeznek az eredeti rendezési axiémak.

6.2. Igazoljuk, hogy tetszoleges x,y valés szamokra ||z| — |y|| < |z — y| < |z] + |y].
6.3. Mutassuk meg, hogy ha egy rendezett testben QQ stirli, akkor a test arkhimédészi.

6.4. Nevezziink egy H C R halmazt szépnek, ha (1 € H) A ((Vz € H) (x+ 1) € H). Legyen N a szép
halmazok metszete.

(a) Mutassuk meg, hogy N szép halmaz.

(b) Igazoljuk, hogy ha A : N — {igaz, hamis} logikai fiiggvény, amire A(1) A ((Vn € N) 4, =
Ani1), akkor (Vn € N)A(n).

(c) Igazoljuk, hogy N minden nemiires részhalmazanak van legkisebb eleme.

6.5. A kovetkez6 fliggvényekrdl bizonyitsuk be, hogy a megadott H-halmazon injektivek:
a) f(x) =3z -7, H=R,
b) f(x) = 2 + 32 — 6, H = [~3/2, 00):

0) fla) = ——. H=(-11).

Hatarozzuk meg, a fenti esetekben az F': H — f(H) bijekcié inverzét!
6.6. Legyen a; =1 és a, 1 = /2a, + 3. Bizonyitsuk be, hogy a, < a,,1 Vn € N-re.
Hazi feladatok

6.7. (a) Ellenorizziik, hogy a pozitiv raciondlis szamok halmazan az a +¢ b = a - b miivelet kielégiti az
els6 négy axiomat. Mi lesz a nullelem?
(b) Bizonyitsuk be, hogy nincs olyan szorzds, amellyel egyiitt testet kapunk.

6.8. Adott egy R rendezett test, aminek Q részteste. Bizonyitsuk be, hogy ha

(Va,b € R) <(1<a<b<2)=>((5|q€@) (a<q<b)>),

akkor R-ben teljesiil az Arkhimédészi axioma.
6.9. Mi a 22° — 32° fiiggvény maximuma a [0, 1] intervallumban?
6.10. Mutassunk olyan ng szamot, amire n > ng esetén

11" — nlO

— <107,
10mn5 + 1000

6.11. A kozepek kozotti egyenlétlenségekkel vagy a Bernoulli-egyenlétlenséggel bizonyitsuk be, hogy
1 n 1 n+1 1 n+1 1 n+2
I1+—] < |1+ ,és | 14— > (14 .
n n+1 n n+1
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