7. Valés analizis gyakorlat, 2016. oktdber 5.

ZH. (évfolyamzh) id6pont: oktéber 21-e, péntek, 18:00-20:00, helyszin: Déli t6mb 0-821 (Bolyai terem).

7.1. A Cantor-axiomaban megkoveteltiik, hogy az egymadsba skatulydzott intervallumsorozat korlatos,
zart és nemiires intervallumokbdl élljon. Ellenorizziik, hogy a Cantor-axioma &llitdsa nem marad igaz, ha
barmelyik feltételt elhagyjuk.
7.2. Legyen (R, <) egy nemiires rendezett halmaz (egy R halmaz, és rajta egy trichotém és tranzitiv
kétvaltozoés < relacid). Ebben a halmazban a szokdsos médon definidljuk az (a, b), [a, 00), O stb. interval-
lumokat. Egy K C R halmazt nevezziink konvernek, ha minden a,b € K, a < b esetén [a,b] C K.

(a) Mutassuk meg, hogy minden intervallum konvex.

(b) Mutassuk meg, hogy a (Z, <) halmazban minden konvex halmaz intervallum.

(¢) Mutassuk példat a (Q, <) halmazban olyan konvex halmazra, ami nem intervallum.

(d) Igazoljuk, hogy R-ben minden konvex halmaz intervallum.

(e) Mutassuk példat a raciondlis tort fiiggvények rendezett testében olyan konvex halmazra, ami nem
intervallum.
7.3. Korlatosak-e alulrdl, illetve felilrol a kovetkezo halmazok? Mi a felso, illetve alsé korlataik halmaza?
Mi a maximumuk, a minmimumuk, a szuprémumuk és az infimumuk? Melyik halmaz konvex?
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7.4. Milyen H C R halmazokra igaz, hogy
(a) inf H < sup H; (b) inf H = sup H; (¢)inf H > sup H?

7.5. Bizonyitsuk be az [1, 2] intervallum felezgetésével, hogy van olyan c € [1, 2], amire ¢* = 2.

7.6. Ismert, hogy ha n elég nagy pozitiv egész, akkor n? és (n + 1)® kozott mindig van primszam. Bi-

zonyitsuk be, hogy létezik olyan a pozitiv valds szam, amire tetszéleges n pozitiv egész esetén [a?’n} prim.
(KoMalL F. 2405.)

7.7. Az 1-dimenzids Helly-tétel szerint ha I, (o € A) korldtos, zart intervallumok egy nemiires rendszere

ugy, hogy koziiliik semelyik ketté metszete nemiires, akkor az 6sszes [, metszete sem fires.

(a) Igaz marad-e az 1-dimenziés Helly-tétel, ha nem kotjiik ki, hogy az intervallumok zéartak?

(b) Igaz marad-e az 1-dimenzids Helly-tétel, ha nem kotjiik ki, hogy az intervallumok korlatosak?

(c) Igaz-e az 1-dimenziés Helly-tétel a raciondlis szamok testében?

(d) A Cantor-axiéma segitségével igazoljuk az 1-dimenzids Helly-tételt. (Segitség: nevezziink egy z
valés szamot egérnek, ha Ja € A I, C (z,00), illetve elefantnak, ha Ja € A I, C (—o0,x). Keressiink
olyan szamot, ami sem nem egér, sem nem elefant, vagyis oroszlan.

Hazi feladatok

7.8. Legyen AN B # (). Mit tudunk mondani sup A, sup B, inf B szdmok és sup(A U B), sup(A N B),
illetve sup(A \ B) kapcsolatardl?
7.9. Bizonyitsuk be, hogy ha A, B C R nemiires halmazok, és Va € A Vb € B a < b, akkor van olyan ¢
valés szam, amire Va € A a < ¢ és Vb€ B ¢ <b. (teljességi axiéma)
7.10. Bizonyitsuk be az 1-dimenziés Helly-tételt a legkisebb felsé korlat tételébdl. (Vizsgaljuk az alsd
végpontok halmazat.)
7.11. Igazoljuk, hogy ha egy rendezett testben teljesiil a legkisebb felso korlat tétele, akkor

(a) a testben teljesiil az arkhimédészi axioma; (b) a testben teljesiil a Cantor-axiéma.

(c) a test izomorf a valés szamok testével.
7.12. Teljesiil-e a racionalis tortfiiggvények rendezett testében a Cantor-axiéma?
7.13. Olvassuk tovabb a Hogyan fogjunk oroszldnt? c. cikket a /2 létezésének masodik bizonyitdsaig.
(http://www.komal.hu/cikkek/kg/oroszlan/oroszlan.h.shtml)

Szorgalmi (irdsban beadhaté, Pedial Meddl Pirospontra bevalthatd) feladat

PMT7. Tetszoleges xi-re definialjuk rekurzivan az =, = z, (xn + %) sorozatot. Igazoljuk, hogy pontosan
egy olyan x; létezik, amire 0 < z, < x,.1 < 1 barmely n esetén. (IMO 1985/6)

A korabbi feladatsorok itt:  http://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/2016osz-anli/
Tovabbi gyakorlé feladatok: http://mat-peldatar.elte.hu
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