8. Valos analizis gyakorlat, 2016. oktober 10.
ZH. (évfolyamzh) idSpont: oktéber 21-e, péntek, 18:00-20:00, helyszin: Déli t6mb 0-821 (Bolyai terem).

8.1. Legyen egy R rendezett testben a > 0 és k pozitiv egész. Egy ¢ € R elemet nevezziink egérnek,
ha c* < a, oroszlannak, ha c* = q, illetve elefantnak, ha c* < a.

(a) Mutassuk meg, hogy léteznek egerek és elefantok is.

(b) Mutassuk meg, hogy minden egérnél van nagyobb egér.

(¢) Mutassuk meg, hogy minden elefdntnal van kisebb elefant.

(d) Legfeljebb egy oroszlan létezik.

8.2. Igazoljuk a /a 1étzését R-ben
(a) intervallumfelezéssel;
(b) az egerek szuprémumaval és a elefantok infimumaval;
(c) a teljességi axiémaval (7.9. feladat)

8.3. Mutassuk meg, hogy ha A, B C R nemiires halmazok, akkor sup(A + B) = sup A + sup B.
8.4. Mutassuk meg, hogy ha a > 0 és z,y € Q, akkor (a*)¥ = a™.

8.5. Egy H C R halmazt nevezziink nyiltnak, haVa € H Jr >0 (a—r,a+r) C H. Melyik nyilt
az alabbi halmazok koziil?

P R  (a,b) a0 (1,2)U (3,4)  [L,2]U3,4 Q@ R\Z

8.6. A H C R halmaz sehol sem strii, ha Va,b € R (Elc,dER (a<c<d<b A Hﬂ(c,d)z@)).

(a) Bizonyitsuk be, hogy ha S;, S, ... C R sehol sem siirti halmazok egy tetszdleges sorozata, akkor

J S, nem tartalmaz intervallumot.
n=1

(b) Bizonyitsuk be, hogy ha G1,Gs,... C R stirii nyilt halmazok, akkor [\ G, is siirti. (Baire féle
n=1

kategdriatétel )

8.7. Bizonyitsuk be Borel fedési tételét: Ha K korldtos, zart intervallum, és I, (o € A) nyilt halma-

zoknak egy olyan rendszere, ami lefedi K-t, azaz K C |J I,, akkor van olyan véges V C A halmaz,
acA
amire K C |J [I,. Més széval, K minden nyilt fedésébol kivalaszthatd véges fedés.
acV
(Segitség: indirekt tegyiik fel, hogy semelyik véges sok I, nem fedi K-t, és felezgessiik K-t.)

Hazi feladatok
8.8. Mutassuk meg, hogy ha A, B C R nemiires halmazok, akkor inf(A — B) = inf A — sup B.

8.9. Igazoljuk a /a létezését R-ben

(a) a Helly-tétellel (vegyiik az Osszes olyan korlatos intervallumot, amelynek alsé végpontja egér,
fels6 végpontja elefant);

(b) Borel fedési tételébdl (lefednek-e az (0, ¢e) és (E,00) alaki intervallumok egy bizonyos [eq, Eo
intervallumot?);

(c) abbdl, hogy az {x € R: x > 0, z* < a} halmaz konvex, tehdt intervallum;

8.10. Igaz-e a Dedekind-féle "teljességi axiéma” (7.9. feladat) a raciondlis tort fiiggvények rendezett
testében?

8.11. Igazoljuk, hogy ha egy rendezett testben igaz az 1-dimenzi6s Helly-tétel, akkor
(a) a testben igaz az Arkhimédészi axiéma;
(b) a testben igaz a Cantor-axioma,;
(c) a test izomorf a valés szamok testével.



Szorgalmi feladatok

8.12. Egy H C R halmazt nevezzink dsszefiiggonek, ha tetszéleges A, B C R diszjunkt nyilt halmazok
esetén H C (AU B) = (H C AV H C B). Bizonyitsuk be, hogy

a) Q nem Osszefiiggo;

b) R Osszefiiggs;

¢) a racionalis tortfiiggvények teste nem Gsszefiiggd.

8.13. Legyen R rendezett test, A={z € R: 2* >2} és B={r € R: 2* <2}.
(a) Mutassuk meg, hogy az A és B halmazok nyiltak.
(b) Mutassuk meg, hogy ha R &sszefiiggd, akkor van olyan a € R, amire a? = 2.

8.14. Igazoljuk, hogy ha egy rendezett test osszefiiggd, akkor izomort R-rel.

8.15. Igazoljuk, hogy ha egy rendezett testben igaz Borel fedési tétele, akkor a test izomorf a valds
szamok testével.

8.16. Igazoljuk, hogy ha egy rendezett testben minden konvex halmaz intervallum, akkor a test izomorf
R-rel.

8.17. Legyen (R, <) egy nemiires rendezett halmaz (egy R halmaz, és rajta egy trichotém és tranzitiv
kétvaltozés < relacid). Egy H C R halmazt nevezziink nyiltnak, ha minden z € H-hoz létezik olyan [
nyilt intervallum, amire z € I C H. (Az I intervallum lehet végtelen is.)

Keressiink a kovetkez6 éllitasok kozott ekvivalenseket. Adjunk kézvetlen bizonyitast az (a) = (b),
(a) = (c), (¢) = (b), (d) = (c) stb. implikdcidk koziil minél tobbre, illetve mutassunk ellenpéldét
azokban az esetekben, amikor az implikaciéo nem igaz.

(a) R-ben minden feliilrél korlatos és nem iires halmaznak létezik legkisebb felsé korlatja.
(b) R-ben minden alulrél korldtos és nem iires halmaznak létezik legnagyobb alsé korlatja.
(¢) R-ben igaz a teljességi axiéma.
(d
(
(

) R-ben igaz az 1-dimenziés Helly-tétel.
)

f) R minden intervalluma Gsszefiiggé.
(g)
(h)

(i) R-ben igaz Borel fedési tétele.

e) R minden konvex részhalmaza 6sszefiiggo.

R Gsszefliggo.

R minden konvex részhalmaza intervallum.

A korabbi feladatsorok itt: ~ http://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/20160osz-anli/
Tovabbi gyakorlé feladatok: http://mat-peldatar.elte.hu


http://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/2016osz-an1i/
http://mat-peldatar.elte.hu

