
17. Valós anaĺızis gyakorlat, 2016. november 16.

17.1.
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17.2. Számı́tsuk ki a lim
x→1

xα − 1

x− 1
határértéket, ha (a) α pozit́ıv egész; (b) α pozit́ıv racionális; (c) α pozit́ıv

valós; (d) α tetszőleges valós szám.

17.3. Az f függvény ”Lipschitz tulajdonságú”, ha ∃K ∈ R ∀x, y ∈ D(f) |f(x) − f(y)| ≤ K|x − y|.
Bizonýıtsuk be, hogy ha f Lipschitz egy nýılt intervallumban, akkor ott folytonos is.

17.4. Bizonýıtsuk be, hogy ha f Lipschitz tulajdonságú az (0, 1) intervallumban, akkor lim
+0

f létezik és

véges. (Használjuk a Cauchy-kritériumot.)

17.5. Igazoljuk, hogy minden páratlan fokú, valós együtthatós polinomnak van valós gyöke.

17.6. Igazoljuk, hogy ha f : [a, b] → [a, b] folytonos, akkor létezik olyan c ∈ [a, b], amire f(c) = c. Igaz-e
ez az álĺıtás (a, b) → (a, b) függvényekre?

17.7. Vezessük le a Bolzano-Darboux tételt intervallumfelezéssel.

17.8. (a) Igazoljuk, hogy ha egy rendezett testben igaz a Weierstrass-tétel, akkor a testben igaz a legkisebb
felső korlát tétele is, ezért a test izomorf R-rel.

(b) Mutassunk példát arra, hogy a Weierstrass-tétel nem igaz a racionális törtfüggvények rendezett
testében.

Házi feladatok

17.9.
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17.10. Bizonýıtsd be, hogy ha f : (0, 1) → (0,∞), és minden x, y-ra f(x) < (1+y)f(y), akkor f -nek véges
jobboldali határértéke van a 0-ban.

17.11. Igazoljuk, hogy ha f : [a, b] → R folytonos és x1, x2, . . . , xn ∈ [a, b], akkor létezik olyan c ∈ [a, b],

amire f(c) =
f(x1) + . . .+ f(xn)

n
.

17.12. Vezessük le a Weierstrass-tételt Borel fedési tételéből: ha f : [a, b] → R folytonos, M = sup f és
minden x ∈ [a, b]-re f(x) < M , akkor ...

17.13. Mutassunk példát olyan folytonos [0, 1] → R fügvényre, ami minden valós számot véges és páros
sokszor vesz fel.

Szorgalmi (́ırásban beadható, Pedál Medál Pirospontra beváltható)feladatok

PM17.1. Bizonýıtsuk be, hogy tetszőleges H ⊂ R megszámlálható halmazhoz létezik olyan szigorúan
monoton függvény, ami pontosan H pontjaiban szakad.

PM17.2. Két hegymászó az y = f(x) grafikonú hegyet akarja megmászni, ahol f : [0, 1] → [0, 1] folytonos
függvény, és f(0) = f(1) = 0. Az egyik hegymászó a (0, 0), a másik az (1, 0) pontból indul. A két
hegymászó úgy szeretne találkozni, hogy mászás közben minden pillanatban azonos magasságban vannak.
Sikerülhet-e ez nekik?

(Avagy: léteznek-e biztosan olyan g, h : [0, 1] → [0, 1] folytonos függvények, amelyekre g(0) = 0,
h(0) = 1, g(1) = h(1), és minden x ∈ [0, 1]-re f(g(x)) = f(h(x))?

A korábbi feladatsorok itt: http://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/2016osz-an1i/

További gyakorló feladatok: http://mat-peldatar.elte.hu
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