17. Valés analizis gyakorlat, 2016. november 16.
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17.2. Szamitsuk ki a lim

z—1 p —
valds; (d) « tetszéleges valés szam.

hatérértéket, ha (a) «a pozitiv egész; (b) a pozitiv raciondlis; (¢) a pozitiv

17.3. Az f fliggvény ”Lipschitz tulajdonsidgd”, ha 3K € R Vz,y € D(f) |f(x) — f(y)] < K|z — y|.
Bizonyitsuk be, hogy ha f Lipschitz egy nyilt intervallumban, akkor ott folytonos is.

17.4. Bizonyitsuk be, hogy ha f Lipschitz tulajdonsagi az (0, 1) intervallumban, akkor 1%1 f 1étezik és
véges. (Hasznéljuk a Cauchy-kritériumot.)

17.5. Igazoljuk, hogy minden paratlan foku, valds egyiitthatds polinomnak van valds gyoke.

17.6. Igazoljuk, hogy ha f : [a,b] — [a, b] folytonos, akkor 1étezik olyan ¢ € [a,b], amire f(c) = c. Igaz-e
ez az &llitas (a,b) — (a,b) fliggvényekre?

17.7. Vezessiik le a Bolzano-Darboux tételt intervallumfelezéssel.

17.8. (a) Igazoljuk, hogy ha egy rendezett testben igaz a Weierstrass-tétel, akkor a testben igaz a legkisebb
fels6 korlat tétele is, ezért a test izomorf R-rel.

(b) Mutassunk példat arra, hogy a Weierstrass-tétel nem igaz a raciondlis tortfiiggvények rendezett
testében.

Hazi feladatok
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17.10. Bizonyitsd be, hogy ha f : (0,1) — (0, 00), és minden z, y-ra f(x) < (1+y)f(y), akkor f-nek véges
jobboldali hatarértéke van a O-ban.

17.11. Igazoljuk, hogy ha f : [a,b] — R folytonos és x1, s, ..., x, € [a,b], akkor 1étezik olyan ¢ € [a, b],
amire f(C) _ f(xl) +.o+ f(xn)

n
17.12. Vezessiik le a Weierstrass-tételt Borel fedési tételébdl: ha f : [a,b] — R folytonos, M = sup f és

minden x € [a, b]-re f(x) < M, akkor ...

17.13. Mutassunk példét olyan folytonos [0,1] — R fligvényre, ami minden valds szdmot véges és paros
sokszor vesz fel.

Szorgalmi (irdsban beadhatd, Pedial Medal Pirospontra bevalthatd)feladatok

PM17.1. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges H C R megszamlalhaté halmazhoz 1étezik olyan szigorian
monoton fliggvény, ami pontosan H pontjaiban szakad.

PM17.2. Két hegymészé az y = f(z) grafikont hegyet akarja megmadszni, ahol f : [0, 1] — [0, 1] folytonos
fiiggvény, és f(0) = f(1) = 0. Az egyik hegymdszé a (0,0), a masik az (1,0) pontbdl indul. A két
hegymaszo gy szeretne talalkozni, hogy maszas kézben minden pillanatban azonos magassaghan vannak.
Sikeriilhet-e ez nekik?

(Avagy: léteznek-e biztosan olyan g,h : [0,1] — [0,1] folytonos fliggvények, amelyekre ¢g(0) = 0,
h(0) =1, g(1) = h(1), és minden x € [0, 1]-re f(g(x)) = f(h(x))?
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