
19. Valós anaĺızis gyakorlat, 2016. november 23.

14:05–15:35, Déli tömb 4-713

19.1. Mekkora az [x] függvény grafikonjának hossza a [0, 2] intervallumban?

19.2. Legyen f : [a, b] → R. Igaz-e?
(a) Ha f grafikonja rektifikálható, akkor f korlátos.
(b) Ha f korlátos, akkor a grafikonja rektifikálható.
(c) Ha f grafikonja rektifikálható, akkor f monoton.
(d) Ha f grafikonja rektifikálható, akkor [a, b] felbontható véges sok részintervallumra, amin f mono-

ton.
(e) Ha f mononton, akkor a grafikonja rektifikálható.

19.3. Bizonýıtsuk be, hogy ha f grafikonja rektifikálható az [a, b] intervallumon, akkor minden a-tól
különböző pontban létezik és véges a baloldali határértéke, és minden b-től különböző pontban létezik és
véges a jobboldali határértéke.

19.4. (a) Igazoljuk, hogy a [0, π] intervallumban a sin x függvény szigorúan gyengén konkáv.
(b) Igazoljuk, hogy a [0, π

2
) intervallumban a tg x függvény szigorúan gyengén konvex.

19.5. (a) Igazoljuk, hogy 0 < x < π

2
esetén sin x < x.

(b) Igazoljuk, hogy 0 < x < 1 esetén sin x > x− 1 +
√
1− x2.

(c) Igazoljuk, hogy lim
x→0

sin x

x
= 1.

19.6. Igazoljuk, hogy x 6= kπ esetén

cosx+ cos 3x+ cos 5x+ . . .+ cos(2n− 1)x =
sin 2nx

2 sin x
.

19.7. Bizonýıtsuk be, hogy minden nemnegat́ıv egész n-hez léteznek olyan, n-edfokú T
n
(x) és U

n
(x)

polinomok, amelyekre

T
n
(cos t) = cosnt, illetve U

n
(cos t) =

sin(n+ 1)t

sin t
,

továbbá
T
n+1(x) = 2xT

n
(x)− T

n−1(x) és U
n+1(x) = 2xU

n
(x)− U

n−1(x).

(Ezek az úgynevezett Csebisev-polinomok.)

Házi feladatok

19.8. Bizonýıtsuk be, hogy ha f, g : [a, b] → R, és mindkettő grafikonja rektifikálható, akkor f + g

grafikonja is rektifikálható.

19.9. Legyen f : [a, b] → R. Igaz-e?
(a) Ha f grafikonja rektifikálható, akkor f folytonos.
(b) Ha f folytonos, akkor a grafikonja rektifikálható.
(c) Ha f konvex, akkor a grafikonja rektifikálható.

19.10. (a) Igazoljuk, hogy a [−π

2
, π

2
] intervallumban a cosx függvény szigorúan gyengén konkáv.

(b) Igazoljuk, hogy a [0, π
2
) intervallumban a ctg x függvény szigorúan gyengén konvex.

19.11.
sin x+ sin 2x+ sin 3x+ . . .+ sinnx =?

19.12. Egy legfeljebb n-edfokú p polinomra tetszőleges x ∈ [−1, 1] esetén |p(x)| ≤ 1. Igazoljuk, hogy
x > 1 esetén |p(x)| ≤ T

n
(x).

Szorgalmi (́ırásban beadható, Pedál Medál Pirospontra beváltható)feladat

PM19.1. Létezik-e olyan folytonos f : R → R függvény, aminek grafikonja semmilyen nem elfajuló
intervallumban nem rektifikálható?

A korábbi feladatsorok itt: http://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/2016osz-an1i/

További gyakorló feladatok: http://mat-peldatar.elte.hu
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