19. Valés analizis gyakorlat, 2016. november 23.
14:05—-15:35, Déli tomb 4-713

19.1. Mekkora az [z] fliggvény grafikonjdnak hossza a [0, 2] intervallumban?
19.2. Legyen f : [a,b] — R. Igaz-e?
(a) Ha f grafikonja rektifikalhaté, akkor f korldtos.
(b) Ha f korlatos, akkor a grafikonja rektifikdlhato.
(c) Ha f grafikonja rektifikdlhaté, akkor f monoton.
(d) Ha f grafikonja rektifikdlhaté, akkor [a, b] felbonthaté véges sok részintervallumra, amin f mono-
ton.

(e) Ha f mononton, akkor a grafikonja rektifikdlhato.

19.3. Bizonyitsuk be, hogy ha f grafikonja rektifikilhaté az [a,b] intervallumon, akkor minden a-tél
kiilonb6zo pontban 1étezik és véges a baloldali hatarértéke, és minden b-tél kiillonboz6é pontban létezik és
véges a jobboldali hatarértéke.

19.4. (a) Igazoljuk, hogy a [0, ] intervallumban a sin z fliggvény szigorian gyengén konkav.
(b) Igazoljuk, hogy a [0, Z) intervallumban a tgz fiiggvény szigortian gyengén konvex.
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19.5. (a) Igazoljuk, hogy 0 < z < % esetén sinz < .
(b) Igazoljuk, hogy 0 < x < 1 esetén sinz > x — 1+ /1 — z2.
sin x
=1.

(c) Igazoljuk, hogy lim
z—0 2

19.6. Igazoljuk, hogy = # km esetén

sin 2nx

cos & + cos 3z + cosbx + ...+ cos(2n — 1)x = ————.
2sinw

19.7. Bizonyitsuk be, hogy minden nemnegativ egész n-hez léteznek olyan, n-edfoku T, (x) és U,(x)
polinomok, amelyekre

sin(n + 1)t

T, (cost) = cosnt, illetve U,(cost)= :
sint

tovabba
Toi1(x) = 22T, (z) — Th—1(x) és Upia(x) = 22U, (x) — U,—1().
(Ezek az tgynevezett Csebisev-polinomok.)
Hazi feladatok
19.8. Bizonyitsuk be, hogy ha f,g : [a,b] — R, és mindketté grafikonja rektifikalhatd, akkor f + g
grafikonja is rektifikalhato.
19.9. Legyen f : [a,b] — R. Igaz-e?
(a) Ha f grafikonja rektifikalhatd, akkor f folytonos.

a)
(b) Ha f folytonos, akkor a grafikonja rektifikdlhato.
(c) Ha f konvex, akkor a grafikonja rektifikdlhato.

19.10. (a) Igazoljuk, hogy a [—Z, Z] intervallumban a cos x fiiggvény szigoriian gyengén konkav.
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(b) Igazoljuk, hogy a [0, §) intervallumban a ctg x fliggvény szigoriian gyengén konvex.
19.11.

sinx +sin2x +sindz + ...+ sinnz =7

19.12. Egy legfeljebb n-edfoku p polinomra tetszéleges x € [—1,1] esetén |p(x)| < 1. Igazoljuk, hogy
x > 1 esetén |p(x)| < T, (x).
Szorgalmi (irdsban beadhatdé, Pedal Meddl Pirospontra bevalthaté)feladat

PM19.1. Létezik-e olyan folytonos f : R — R fiiggvény, aminek grafikonja semmilyen nem elfajulé
intervallumban nem rektifikalhaté?
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