9. Valés analizis gyakorlat, 2016. november 22.
14:05-16:30, D-3-306

9.1. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges 0 < a < b valds szamokhoz létezik olyan H C RP korlatos
halmaz, amire b(H) = a és k(H) = b.

9.2. Legyen H C RP korlatos halmaz. Igazak-e a kovetkezo6 allitasok? (Bizonyitsuk be, vagy mutas-
sunk ellenpéldat.)
(a) Ha k(H) = 0, akkor H € J.
(b) Ha H € J, akkor 0H € J.
(c) Ha OH € J, akkor H € J.
(d) Ha H € J, akkor int H € J.
(e) Ha H € J, akkor clH € J.
(f) Haint H € J, és clH € J, akkor H € J.

9.3. Legyen A, B C RP két diszjunkt, korldtos halmaz. Rakjuk sorba nagysag szerint a kovetkezo
mennyiségeket:

KAUB);  bAUB);  k(A)+kB);  bA)+bB); kA +bB);  bA) +kB).

9.4. Igazoljuk, hogy ha A, B C RP, és cl AN cl B nullmértékd, akkor k(AU B) = k(A) + k(B).

9.5. Legyen A C [a,b] Jordan-mérheté6 R-ben. Kossiik 6ssze A minden pontjat egy adott sikbeli
ponttal. Bizonyitsuk be, hogy az igy kapott szakaszok unidja Jordan-mérhetd a sikban. Mennyi a
teriilete?

9.6. (a) Igazoljuk, hogy a Cantor-halmaz nullmértékii. (A Cantor-halmaz azokbdl a [0, 1]-beli pon-
tokbdl all, amelyeknek van olyan, 3-as szamrendszerbeli felirasa, ami nem tartalmaz 1-es szamjegyet.

(b) Mutassuk meg, hogy R-ben tetszileges 0 < ¢ < d < oo-hez létezik olyan kompakt halmaz,
aminek belsé mértéke c, kiilsé mértéke d.

9.7. (a) Bizonyitsuk be, hogy ha A C B C R? és B Jordan-mérhetd, akkor
t(B) =k(A)+b(B\ A).

(b) Bizonyitsuk be, hogy egy A C RP korldtos halmaz akkor és csak akkor Jordan-mérhetd, ha
barmely B C RP korlatos halmazra

k(B) = k(BN A)+k(B\ A).

9.8. Legyen R halmazgyfir(i és 1 : R — [0, oo] szubadditiv halmazfiiggvény, amire p(()) = 0 is teljesiil.
Nevezziink egy A € R halmazt p-mérhetének, ha barmely B € R esetén p(B) = u(BNA)+u(B\ A).
Bizonyitsuk be, hogy a p-mérheté halmazok R-nek egy részgytiriijét alkotjék, és ezen a részgytirtin
w additiv, azaz tetszéleges A, B diszjunkt, p-mérheté halmazokra u(AU B) = u(A) + u(B).



Hazi feladatok

9.9. Legyen H C RP? korlatos halmaz. Igazak-e a kovetkezo allitasok?
(a) HaclH € J, akkor H € J.

(b) Ha H zart, és H € J, akkor int H € J.

(c) Ha H nyilt, és H € J, akkor cl H € J.

(d) Ha k(int H) = b(cl H), akkor H € J.

(e) OH € J.

9.10. Legyenek A C RP, B C R? korlatos halmazok. Igazak-e a kovetkezo allitasok?
(a) k(p+q)(A x B) = k(P>(A) . k(q>(B) ?
(b) b(p+q)(A x B) = b(p)(A) . b(q)(B) ?
(c) Ha A és B mérhetd, akkor A x B is mérhetd, és t?+9(A x B) = t®(A) - 1@ (B) ?

9.11. Igazold, hogy a Sierpinski-szényeg nullmértékii. (A Sierpinski-szényeg azokbdl az ((z,y) €
0, 1]% pontokbdl 4ll, amikre z-nek és y-nak van olyan, 3-as szdmrendszerbeli x = 0, 2125 . . ., illetve
y = 0,y192 ... felirdsa, hogy barmely ¢ indexre z; # 1 vagy y; # 1.

9.12. Legyenek Aj,..., A, Jordan-mérheté halmazok az egységkockaban, és tegyiik fel, hogy a
mértékeik Osszege nagyobb, mint m. Bizonyitsd be, hogy van olyan nyilt gomb, amely a halma-
zok koziil tobb, mint m-nek részhalmaza.

9.13. Bizonyitsd be, hogy ha A C R? korlatos halmaz, akkor A+ B(0,1) ={a+0b: a € A, |b| < 1}
Jordan-mérheto.

Szorgalmi (irdsban beadhaté, Pedal Medal Pirospontra bevalthatd) feladat

PMO9.1. Létezik-e differencidlhaté Peano-gorbe? (Azaz, olyan [0, 1] — R? differencidlhaté leképezés,
amelynek értékkészlete tartalmazza [0, 1]%-et.)

PM09.2. Tetszéleges H C RP korldtos halmaz esetén legyen B(H) az (egyik) legnagyobb nyilt gémb,
ami H-nak részhalmaza; ha H belseje tires, akkor legyen B(H) = (). Egy Ay C R? Jordan-mérhetd
halmazbdl kiindulva képezziik az A, As, ... halmazsorozatot az A,y1 = A, \ B(A,) rekurzival.
Igazold, hogy t(A,) — 0.

A korabbi feladatsorok itt:  http://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/20160sz-an3/
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