2. Komplex fiiggvénytan gyakorlat, 2016. szeptember 28.

2.1.

1 1 Z
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271 |z]=3 271 |z]=3 z — % z — 2)3

2.2. A p(z) legalabb mdasodfoki polinom gyodkei az |z| < o kor belsejébe esnek. Legyen tetszoleges

R > |o| esetén
d
I(R) = / =
|z|=R p(2)

Igazoljuk, hogy (a) ’I(R)} < O(1/R); (b) I(R) értéke allandé; (c) I(R) = 0.

2.3. Legyen a komplex szam. Alakitsuk at egy holomorf fiiggvény komplex vonalintegraljava az

1

37 Jjzj=1 |z — a‘Z |dz| integralt, majd szamitsuk ki.

1 o
2.4. Legyen f(z) = T, Z 2". Ellenérizziik az egyiitthatéformulat az |z| = % koron: cseréljuk
n=0

ki a kort egy R > 1 sugart korre (kézben alkalmazzuk a Cauchy-formulét az 1 pontban), és nézziik
meg, hogy mi torténik, ha R — co.

2.5. Az f(z) fliggvény holomorf az egységkor (|z| < 1) belsejében, és |f| < 1. Legfeljebb mekkora
lehet |f"'(0)|?

2.6. Legyen f folyonos fliggvény a ~ rektifikdlhato gorbén. Legyen A gorbén kiviili z pontokban
minden k£ nemnegativ egészre legyen

k! w
gl2) = 5~ /y ﬁ dw.

(a) Ellenérizziik, hogy ¢;. = gr+1-
(b) Ellendrizziik, hogy g a gr.1-nek integrélfiiggvénye.

n
2.7. ,,Az ag,aq, ..., sorozatban ag = —1, €és tetszéleges n > 1-re E
k=0

n—aiklj—i—l = 0. Igazoljuk, hogy
n > 1 esetén a, > 0.” (IMO Shortlist, 2006/A2) )
Oldjuk meg a feladatot komplex fliggvénytani eszkozokkel. Irjuk fel ezplicit alakban az f(z) =

> an2" fuggvényt, irjuk fel az egytitthatéformuldt, és mutassuk meg, hogy

" _/°° dz
"T ) wE e o1)

Hazi feladatok

2.8. Legyen a és r is pozitiv valos szam.

/azdz:? / s = /Ldz:? / IV a2t ez
z4+1 (z+2)? o=z \ 2 + 1




2.10. Az f(z) fliggvény holomorf a 0 < |z| < 1 halmazon, és |f(2)| < ﬁ Mutassuk meg, hogy

f-nek van primitiv fiiggvénye.

2.11. Igazoljuk, hogy tetszodleges a komplex szamra

/ 6—962/2 . eiaa} dr = \/% 6—(12/2’

[e.e]

avagy haranggorbe Fourier-transzformaltja is haranggorbe.

2.12. A p(z) polinom gyokei koziil k£ darab az |z| < r kor belsejébe esik, a tobbi gyok a koron kiviil
van. Legyen ~(t) = p(re™) (0 <t < 27).
(a) Hogyan szamithatjuk ki az f,y d—; integralt helyettesitéses integralassal?

(b) Mi a v gorbe O-ra vonatkozé indexe? (Segitség: bontsuk parcidlis tortekre az p'(z)/p(2)
fiiggvényt.)

Szorgalmi (irdsban beadhaté, Pedal Medal Pirospontra bevalthatd) feladatok

PM2.1. Legyen f olyan polinom, amire igaz az, hogy f’ gyokei az egységkor belsejében vannak.
Bizonyitsuk be, hogy az egységkorvonal f szerinti képe mindig balfelé kanyarodik, azaz barmely valds

t-re <arg ((f(e“))/))/ > 0.
((f(e“))/ a sebességvektor; arg ((f(e“))/> az irany; <arg ((f(e“))/) )/ az érintére merdleges gyor-

suldskomponens.)

PM2.2. Legyen K rogzitett pozitiv egész szdm. Legyen (ag,as,...) az a szdmsorozat, amelyre
ag = —1, és barmely n pozitiv egészre

Z ail'...'(ll'KZO
io+ 1 )

] io,'z'l,...,iK'ZO
0+i1+...+ig=n

Mutassuk meg, hogy n > 1 esetén a,, > 0.
(KoMal A.661.)

A korabbi feladatsorok itt:  http://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/20160sz-kft/
Tovabbi gyakorlé feladatok: http://mat-peldatar.elte.hu
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