4. Komplex fiiggvénytan gyakorlat, 2016. oktéber 12.
4.1. Legyen f(z) egészfliggvény, és tegyiik fel, hogy

flz+2)=2f(z+ 1)+ f(2) = f(z+2i) = 2f(z+14) + f(2) =0,

avagy A2f = A?f = 0.
(a) Becsiiljiik meg feliilrdl | f(z)| nagysagrendjét.
(b) Mutassuk meg, hogy f linedris fiiggvény.

4.2. Fejtsiik Laurent-sorba a f(z) = fiiggvényt az 1 < |z — 1| < 2 tartomdnyon. Szémitsuk
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(z=2)(z+1)
ki az egyiitthatékat az egytitthatéformulabdl is.

4.3. Tegyiik fel, hogy f(z) =>0" _an,z" az 1 —¢e < |z| <1+ ¢ korgyfiriin. Fejezziik ki
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% |z]=1
értékét az egyttthatokkal.

4.4. Igazoljuk, hogy ha f-nek a-ban izolalt szingularitasa van, és vannak olyan z, — a és w,, — a sorozatok,
hogy f(z,) — 1, f(w,) — 2, akkor van olyan s,, — a sorozat is, hogy f(s,) — 3.

4.5. Tegyiik fel, hogy f-nek m-edrendi pélusa van a-ban, és p egy n-edfokd polinom. Mutassuk meg, hogy
p (f(z)) figgvénynek mn-edrendii pélusa van a-ban.
4.6. Legyen Dy = {z: r < |z| < R} és Dy = {z: |z| < R}, ahol 0 < r < R valés szamok.

Bizonyitsuk be, hogy tetszoleges f : D; — C holomorf fliggvényre a kovetkezo allitdsok ekvivalensek:
) f analitikusan folytathaté Da-re;

(1
(2) f-nek létezik akdrhanyszoros primitiv fiiggvénye;
(3) Barmely g : Dy — C holomorf fiiggvényre az fg fiiggvénynek létezik primitiv fiiggvénye Di-en.

4.7. Lehet-e az f fiiggvény izolalt szingularitdsa e/-nek pélusa?

Hazi feladatok
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22+ 2
z2(z+1)
4.9. Igazold, hogy ha az f(z) fiiggvény regularis az a pont egy pontozott kornyezetében, és ott f|(2)| > 1,

akkor a megsziintetheto szingularitas vagy polus.

4.10. Igazold, hogy ha f holomorf az % < |zl < % halmazon, akkor
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4.11. Bizonyitsd be (a nagy Picard-tétel felhaszndldsa nélkiil), hogy ha az f fiiggvénynek lényeges szingu-
laritdsa van az a pontban, akkor tetszéleges r > 0O-ra f (B (a, r)) metsz minden egyenes szakaszt. (Elég a
[—1, 1] szakaszra.)
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4.12. Legyen S(z) = ZH <1 - ) Igazoljuk, hogy
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a) ez a végtelen szorzat a teljes komplex szamsikon konvergens, és a szorzatfiiggvény reguléris;
atel lies kompl <msikon k o , fiigavény reguldri
(b) S(z+m) = =5(2);
(c) ha a komplex szdmsikbo6l a m minden tobbszorosének elhagyjuk egy egységnyi sugaru kornyezetét,
akkor a megmaradt tartoményon az 1/5(z) fiiggvény korlétos;
az w— — —— luggvény korlatos, és csak megszuntetheto szingularitasal vannak;
d S(lz) Sullz figgvény korla : k i het6 szingularitasai k
(e) S(z) = sin z.
Szorgalmi (irdsban beadhaté, Pedal Medal Pirospontra bevalthatd) feladatok
PM4. Legyen a komplex szdm.

4.8. Fejtsd Laurent-sorba a fiiggvényt az 1 koriil, az 1 < |z — 1] < 2 halmazon.
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— log |z — al| dz| =7
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A korabbi feladatsorok itt:  http://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/20160sz-kft/
Tovéabbi gyakorlé feladatok: http://mat-peldatar.elte.hu
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