7. Komplex fliggvénytan gyakorlat, 2016. november 11.

7.1. Trjunk fel (lehet8leg szémolds nélkiil) egy-egy olyan tortlinedris fiiggvényt, ami
(a) a fels6 félsikot dnmagédra képezi tigy, hogy a 0, 1, co pontok képe rendre 1, oo, 0,
(b) az egységkort a jobb félsikba képezi,
(c) a jobb félsikot az egységkorbe képezi, illetve
(d) az egységkor felsd felét az elsé siknegyedbe képezi.

7.2. Egy (a) linedris tort; (b) racionélis tort (c) az egész sikon meromorf fiiggvény az egységkorvonalat
onmagara képezi. Hogyan helyezkedhetnek el a gyokei és a polusai?

7.3. Legyen D az egységkor, f: D — D holomorf, és a € D az f-nek gyoke. A Schwarz-lemmabdl és
z—a

kozvetleniil is mutassuk meg, hogy ‘f(z)‘ < e

—az
7.4. Az f(z) fuggvény holomorf a nyilt egységkorlapon, és |f| < 1. A fliggvény gyokei wq, ws, ... (lehet
végtelen sok is). Bizonyitsuk be, hogy |f(0)] < H |w;].

J

z haa =0

7.5. Legyen B(a,z) = ¢ |a| a—=z ha a0 Legyen ay,as, ... egy sorozat az egységkorben, és
— aa .
a 1—az

vizsgaljuk a H B(ay, z) Blaschke-szorzatot.
n=1
(a) Mutassuk meg, hogy ha 3~ (1 — |a,|) < oo, akkor a > ’1 — B(an, z)’ sor lokalisan egyenletesen
konvergal, emiatt a Blaschke-szorzat lokalisan egyenletesen tart egy nem konstans, holomorf D — D
fliggvényhez, amelynek gyokei éppen az ay, as, ... szamok.

(b) Mutassuk meg, hogy ha Y (1—|a,|) = oo, akkor a Blaschke-szorzat lokalisan egyenletesen tart
a konstans 0 fiiggvényhez.

Hazi feladatok

7.6. A kitevOben levo fliggvény 0-, oco- és 1-beli értéke alapjan, tovabbi szdamolas nélkil, pusztan a
tortlinearis fliggvények és az exponencidlis fliggvény ismert tulajdonsagai alapjan mutasd meg, hogy

’e(”l)/(z_l)} <1l (|]z| <1).

7.7. Adott a komplex sikon egy K korvonal, rajta kiviil egy p pont. Bizonyitsd be, hogy ha f olyan
tortlinedris fliggvény, amire f(K) = K és f(p) = p, akkor |f'(p)| = 1.

7.8. Egy konform leképezés a felso félsikra képez egy szabalyos haromszoglemezt gy, hogy a harom
cstces képe 0, 1, illetve co. Mi lehet a haromszog kozéppontjanak képe? (Hasznéld az 1.a feladatot.)

1
7.9. (a) A kozépérték-tulajdonsagbol vezesd le, hogy ha |a| > 1, akkor G log |z — al||dz| = log|al.
T J|z1=1

1
(b) Tortlinedris fliggvények segitségével igazold, hogy ha |a| < 1, akkor Py log |z — al |dz| = 0.
T Jlzl=1

7.10. Legyen P(r) olyan nemkonstans valés polinom, amelyre p(cost)? + p(sint)? = 1. Mutasd meg,
hogy p(z) = £Ty(x) valamilyen paratlan pozitiv egész k-val. (Keresd meg ebben a Blaschke-szorzatot.)



Szorgalmi (irdsban beadhaté, Peddl Medal Pirospontra bevalthatd) feladatok

PMT7.1. Igazold az egyvéltozds komplex implicitfiiggvény-tételt:

Legyen f(z,w) kétvéltozés, folytonosan differencidlhaté komplex fiiggvény, és legyen (a,b) € C? az
f(z,w) = 0 egyenlet egy olyan megoldasa, amelyre 0 f(a,b) # 0. Mutassuk meg komplex fiiggyénytani
eszkozokkel, hogy alkalmas 71,7y > 0 szamokkal a kovetkezok teljesiilnek:

(1) Minden z € B(a,r1)-hez pontosan egy olyan w € B(b,rs) létezik, amire f(z,w) = 0, tehat
létezik egy egyértelmli w : B(a,r1) — B(b,r2) implicit fliggvény, ami megoldasa az f(z,w(z)) = 0
egyenletnek.

(2) Az w(z) fiiggvény holomorf;

O f(a,b)

(3) w'(a) = —m.

PMT7.2. (a) Legyen p(z) nem konstans, komplex egyiitthatés polinom. Bizonyitsuk be a kovetkezd
allitasokat! )
P'(2)

p(2)
(2) Ha p(z) gyokei a Re 2z’ > 0 félsikba esnek, akkor p'(z) gyokei is.
(3) Ha p(z) nem konstans komplex polinom, akkor p’ gydkei a p gyokeinek konvex burkdba esnek.
(Gauss-Lucas tétel)

< 0.

(1) Ha p minden gydkének nemnegativ a valds része, és Re z < 0, akkor Re

(b) Legyen D az egységkorlemez, amit azonositunk a Poincaré-féle kérmodellel, ay,...,a, € D,
és legyen p(z) = ][ f _ij olyan véges Blaschke-szorzat, amelynek gyokei az ai,...,a, szamok.
j=1 — CL]'Z
Bizonyitsd be, hogy p’(z)-nek multiplicitassal szaimolva pontosan n — 1 gydke van D belsejében, és ezek
a gyokok az aq, ..., a, pontoknak a kormodellben vett konvex burkaba esnek.

A korabbi feladatsorok itt:  http://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/2016o0sz-kft/
Tovabbi gyakorlé feladatok: http://mat-peldatar.elte.hu
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