8. Komplex fiiggvénytan gyakorlat, 2016. november 16.

8.1. Az 4brén tizféle tartomany lathatd. Keressiink kozottitk konform megfeleltetéseket (oda-vissza
differencidlhat6 bijekcidkat).
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8.2. Legyen D; = {z: 0 <Rez< 1, 0<Imz}és Dy ={z: Rez >0, Imz > 0}. Mutassunk
példét (képletet) Dy — Dy konform leképezésre.

8.3. Legyen D # C egyszeresen Osszefiigg6 tartomany, p € D, és f : D — D olyan holomorf fliiggvény,
amire f(p) = p. Igazoljuk, hogy |f'(p)| < 1. (Vezessiik vissza a feladatot a Schwarz-lemmara.)

8.4. Legyen F' = {z : Rez > 0} a nyilt jobb félsik. Az f: F — F fiiggvény holomorf, és f(1) = 1.
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Bizonyitsuk be, hogy ‘f(Q) — ﬂ < 1
8.5. Az f fiiggvény holomorf az r < |z| < 1 korgytiriin, folytonos az egységkoérvonalon, és (a) a

korvonalon valds; (b) a korvonalon |f| = 1. Kovetkezik-e ebbél, hogy a fiiggvény (a korvonalra
tiikrozéssel) analitikusan folytathaté az r < |z| < & gyfirtire?

8.6. Legyen 0 < a < 1, és legyen a D tartomény az egységkorlemez
és az (a,1/a) d&tméréji kor kiilonbsége, és legyen f az a konform
leképezés, ami D-t a jobb félsikba viszi ugy, hogy f(a) = oo és
f(0) =1.

(a) Mutassuk meg, hogy pontosan egy ilyen f létezik. —1 0 1
(b) Igazoljuk, hogy f Kkiterjeszthet§ az egész sikon meromorf a 1/a
fliggvénnyé. D

(c) f(1) =7
(d) Hol veszi még fel a (kiterjesztett) fliggvény az 1 értéket?
(e) A fliggvény gyokei és pélusai alapjan irjuk fel f-et képlettel.




Hazi feladatok

8.7. A ¢(z) fiiggvény holomorf az egységkorben, g(0) = 0, és az egységkorben Re g(z) > —3. Mutasd
meg, hogy
2*

o) 5] < 7

L=z

8.8. Mutass példat (képletet) konform megfeleltetésre a D;={z: [Imz| <1} és a
Dy ={z: |z| <1és Rez> 0} tartomanyok kozott.

8.9. Legyen f az a konform leképezés, ami az {z : |2| < 1, |argz| < §} korcikket az egységkorbe
képezi tgy, hogy f(0) =1 és f(%) = 0.

(a) Igazold, hogy f kiterjeszthet6 az egész sikon meromorf fiiggvénnyé. Hol vannak a kiterjesztett
fliggvény gyokei és poélusai?

(b) ird fel f-et képlettel.

8.10. Bizonyitsd be, hogy ha az r < |z| < Ry és ry < |z] < Ry gytirtik konform ekvivalensek, akkor
Ry Ry

T )

8.11. Legyen D = {z € C : |z| < 1} a komplex egységkorlemez, és legyen 0 < a < 1 valés szédm.
Tegyiik fel, hogy f: D — C\ {0} holomorf fiiggvény, amire f(a) = 1 és f(—a) = —1. Bizonyitsuk
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be, hogy sup ‘f(z)‘ > exp ( ¢ 7T).
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(Schweitzer-verseny, 2012)
Szorgalmi (irdsban beadhaté, Pedal Medal Pirospontra bevalthatd) feladatok

PMS.1. Legyen fi, fa,... a D egységkorben értelmezett, holomorf fiiggvényekbdl 4ll, egyenletesen
korlatos fiiggvénysorozat, és legyen A C D olyan halmaz, ami a kérnek legalabb egy belso pontjahoz
torlédik. Mutassuk meg, hogy ha minden a € A pontra az f,(a) sorozat konvergens, akkor az (f,)
fliggvénysorozat lokalisan egyenletesen konvergal egy holomorf fliggvényhez.

PMS8.2. Bontsuk fel a Poincaré-féle kormodelt olyan egybevagd
haromszogekre, amelyeknek két 45 és egy 60 fokos szoge van, és
szinezzilk ezeket felvéltva feketére és fehérre. (Ld. M. C. Escher
Cirlce Limit IV — Heaven and Hell c. fametszetét). Létezik-e
olyan, az egységkorben meromorf fiigvény, aminek minden fekete
haromszogben (6rdég) pontosan egy gyoke van, és nincs pdlusa,
tovabbd minden fehér haromszoghen (angyal) pontosan egy pdlusa
van, és nincs gyoke?

A korabbi feladatsorok itt:  http://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/20160sz-kft/
Tovabbi gyakorlé feladatok: http://mat-peldatar.elte.hu
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