
Komplex függvénytan jav́ıtó ZH, 2016. december 22.

A jav́ıtó ZH a rosszabbul sikerült ZH-t helyetteśıtheti, feltéve, hogy a jav́ıtó ZH sikerül jobban.

Minden beadott lapra ı́rd rá a nevedet.

Törekedj a rendezett, áttekinthető, világos, jól olvasható léırásra. Csak arra adok pontot, amitnagýıt́ońelk̈uliseltudokolvasni.

Ha ebben a félévben tanult tételeket használsz fel, ı́rd oda, hogy melyik az a tétel, és milyen objektumokra

alkalmazod.

1. Fejtsd Laurent-sorba az f(z) =
z3

(z + 1)(z − 2)
függvényt az 1 < |z − 1| < 2 tartományon.

2. Legyen ϕ olyan törtlineáris függvény, ami az {z : |z| < 1, Im z > 0} félkört megfelelteti az
0 < arg z < π

2
negyedśıknak úgy, hogy ϕ(1

2
) = 1.

(a) Határozd meg ϕ(−1), ϕ(1) és ϕ(2) lehetséges értékeit közvetlenül a törtlineáris függvények
tanult tulajdonságaiból.

(b) Írd fel összes ilyen tulajdonságú ϕ(z)-t képlettel.

3. Legyen a pozit́ıv valós szám.
∞
∑

k=−∞

1

k2 + a2
=?

(A végeredményben nem lehetnek komplex számok!)

4. Ha az f(z) egészfüggvényre
∣

∣f
(

1

n2

)
∣

∣ = cos 1

n
, akkor mennyi lehet |f(−1)|?

5. Legyen D = {z ∈ C : |z| < 1} a komplex egységkörlemez, és legyen f : D → C olyan holomorf
függvény, amire f(1

2
) = 1 és f(−1

2
) = −1. Mutasd, hogy

sup
z∈D

∣

∣f(z)
∣

∣ ≥ 2.

6. Az ábrán látható tartományon a f(z) = log cos z függvény értelmezhető úgy, hogy f folytonos, és
f(0) = 0. Mennyi f(−π)?
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7. Legyen f(z) =
n
∏

j=1

z − aj

z − aj
, ahol a1, . . . , an komplex számok a felső félśık belsejében. Bizonýıtsd be,

hogy f ′-nek (multiplicitással számolva) pontosan n− 1 gyöke van a felső félśıkban.


