
A pŕımszámtétel

Jelölések, defińıciók

s = σ + it ζ(s) =

∞
∑

n=1

1

ns
(σ > 1) Λ(n) =

{

log p ha n = pα

0 ha n nem pŕımhatvány

π(x) =
∑

p≤x

1 ϑ(x) =
∑

p≤x

log p ψ(x) =
∑

n≤x

Λ(n) M(x) =
∑

n≤x

µ(n) li x =

∫ x

2

dt

log t

A pŕımszámtétel néhány ekvivalens formája

1. π(x) ∼
x

log x
; π(x) ∼ lix; ϑ(x) ∼ x; ψ(x) ∼ x;

M(x)

x
→ 0;

∑

n≤x

(

1−
n

x

)

Λ(n) ∼
x

2

A ζ-függvény

2. A σ > 1 félśıkban

ζ(s) =
∏

p

1

1−
1

ps

,
1

ζ(s)
=

∞
∑

n=1

µ(n)

ns
, és

ζ ′

ζ
(s) = −

∞
∑

n=1

Λ(n)

ns
.

3. Ha σ > 1, akkor

ζ(s) =
1

s− 1
+

∞
∑

n=1

(

1

ns
−

∫ n+1

n

dx

xs

)

,

és ez a sor kiterjeszti a ζ(s)−
1

s− 1
függvényt a jobb félśıkra.

4. Ha 1

2
< c < 1, akkor a σ > c, |t| > 3 halmazon

ζ(s) =
∑

n≤t2

1

ns
+O(1).

Ebből következik, hogy |t| > 3, σ > 1−
1

log |t|
esetén |ζ(s)| = O(log |t|) és |ζ ′(s)| = O(log2 |t|).

5. 3 + 4 cosx+ cos 2x ≥ 0.

6. Vizsgáljuk meg a −
ζ ′

ζ
függvény valós részét a σ, σ + it, σ + 2it pontokban. A ζ-függvénynek az 1 + it

legfeljebb 3/4-szeres gyöke lehet. :-)

7.
1

|ζ(1 + it)|
≤ O(logc |t|).

A pŕımszámtétel egy bizonýıtása

8. Ha σ0 > 1 és x > 1, akkor

1

2πi

∫

σ=σ0

(

−
ζ ′

ζ
(s)

)

xs

s(s+ 1)
ds =

∑

n≤x

(

1−
n

x

)

Λ(n).

Változatok:
xs

s
;
xs

s2
stb.

9.
∑

n≤x

(

1−
n

x

)

Λ(n) ∼
x

2
.
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