Matematika problémamegold6 szeminarium, 2016. &prilis 12.

1. Az A halmaz elemei pozitiv egészek, és tetszOleges z,y € A, x # y esetén |z —y| > % Legfeljebb hany

eleme lehet az A-nak?

2. Legyen f : (0,00) — (0,00) monoton csokkend fiiggvény, amelyre fooof < o0. Igazoljuk, hogy
lim zf(x) = 0.
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3. Legyen R (nem feltétleniil kommutativ) gytiri. Tegyiik fel, hogy valamely n > 1 egész szdmra tetszoleges
x € R esetén 2" = z. Igazoljuk, hogy barmely z,y € R-re 2" 'y = ya" L.

4. Legyenek uy, us, ..., u, folytonos [0,1]" — R fiiggvények gy, hogy tetszbleges i-re az u; értéke nem
flige az i-edik valtozotol. Igazoljuk, hogy

n n—1 n

5. Igazoljuk, hogy tetszoéleges p > 5 primszamra
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oszthaté p?-tel.

6. Legyenek A, B, C nemiires halmazok R"-ben. Tegytik fel, hogy A korlatos, C' zart és konvex, tovabba
A+ B C A+ C. Igazoljuk, hogy B C C.

7. Legyen f :[0,1] — R folytonos fiiggvény, és definidljuk a kovetkezd fliggvénysorozatot:

fo=f.  fonlo) = /0 s

Mutassuk meg, hogy ha minden n-re f,,(1) = 0, akkor minden z € [0, 1]-re f(x) = 0.

8. Bizonyitsuk be, hogy tetszoleges a > 0 valds szam esetén

[e.9]

> (—DFe > 0.
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9. (frdsban, angolul beadhaté.) Let 1 < a < 2 be a real number.
(a) Show that there exists a unique sequence xy, Ty, ... of positive integers satisfying z;,; > x? for all

indices 7 and . .
<1+—> <1+—) coe=aq.
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(b) Prove that inequality ;,, > 22 holds for infinitely many indices 4 if and only if a is irrational.



