Matematika problémamegold6 szeminarium, 2016. méjus 3.

o0

1
1. (a) Igaz-e. hogy minden f : N — N bijekciéra a Z ) sor konvergens?
n- f(n
n=1
. 1
(b) Bizonyitsuk be, hogy van olyan f : N — N bijekcié, amire a Z ——— sor konvergens.
“—~n+ f(n)

2. Legyen a és b két, relativ prim pozitiv egész. Melyik az a legkisebb pozitiv egész, ami nem &ll el6 ax + by
alakban, alkalmas z,y pozitiv egészekkel?

3. Legyen A és B két komplex métrix, amelyekre AB — BA = B2. Mutassuk meg, hogy AB = BA.
4. Igaz-e, hogy ha az aq, as, ... valds sorozatban (a,+1 — a,) — 0 és (az, — 2a,) — 0, akkor a,, — 07
5. Igazoljuk, hogy vannak olyan c; és ¢y pozitiv szamok, hogy
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(a) minden k > 1 valds szamra
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(b) minden k > 1 valés szamra

6. Legyen A és B két, egész szamokbdl allé n x n-es matrix ugy, hogy az A, A+ B,A+2B,..., A+ 2nB
matrixok mind invertalhatoak, és az inverzeik is egész szamokbdl allnak. Mutassuk meg, hogy ekkor az
A+ (2n + 1) B matrix is invertalhatd, és az inverze egészekbdl all.

7. Egy n pozitiv egészt furcsénak neveziink, ha o(n) > 2n és n nem &ll el néhany kiilénboz6 pozitiv
osztéjanak osszegeként. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok furcsa szam van.

8. Bizonyitsuk be, hogy ha f : [0,1] — R Lipschitz, akkor minden ¢ > 0-hoz létezik téglalapoknak egy
Ty, Ty, ... sorozata, amelyek lefedik f grafikonjat, és a rovidebbik oldalaik Gsszege kisebb, mint €. (A
téglalapok oldalai nem feltétleniil tengelyparhuzamosak.)

9. (frésban, angolul beadhatd.) Suppose that we have a countable set A of balls and a unit cube in R3.
Assume that for every finite subset B of A it is possible to put all balls of B into the cube in such a way
that they have disjoint interiors. Show that it is possible to arrange all the balls in the cube so that all of
them have pairwise disjoint interiors.



