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1. el�oad�as, febru�ar 14.

[LTS2, 177�184. o.℄

Felid�ezt�uk, mit is tanultunk k�oz�episkol�aban a munka, er�ot�er, poteni�al, �utf�uggetlens�eg, �orv�enymen-

tess�eg fogalmair�ol. P�eld�ak: t�erer�oss�eg �es poteni�al homog�en gravit�ai�os t�er (f�oldk�ozelben), t�om�or g�omb

(f�oldgoly�o), pontszer�u t�olt�es elektrosztatikus mezeje.

Egy darabig, ahol nem mondjuk, G ⊂ Rp
�osszef�ugg�o ny��lt tartom�any lesz. Az G → R �es G → Rp

lek�epez�eseket "skal�armez�oknek", illetve "vektormez�oknek" fogjuk h��vni.

R�oviden, bizony��t�as n�elk�ul megbesz�elt�uk az Rp
-beli g�orb�ek n�eh�any alaptulajdons�ag�at: folytonoss�ag, dif-

fereni�alhat�os�ag, folytonos di�ereni�alhat�os�ag, �atparam�eterez�es, megford��t�as, z�arts�ag, hossz, rekti�k�alhat�os�ag.

A g�orbe deriv�altjait pontoz�assal fogjuk jel�olni: γ̇, γ̈. Az �osszes g�orbe, amivel foglalkozni fogunk, folyto-

nos lesz. Kimondtuk, hogy egy γ folytonos g�orbe akkor �es sak akkor rekti�k�alhat�o, ha minden koor-

din�ataf�uggv�enye KV; ha γ folytonosan di�ereni�alhat�o, illetve ha γ di�ereni�alhat�o, �es γ̇ integr�alhat�o,

akkor ℓ(γ) =
∫ b

a
|γ̇|.

De�ni�altuk a val�os vonalintegr�alt �es a

∫

γ
h dxi vonalintegr�alokat. Megbesz�elt�uk, hogy ha γ rekti-

�k�alhat�o, �es f folytonos, akkor a

∫

γ
fi dxi integr�alok l�eteznek, �es a vonalintegr�al is l�etezik. Bebizony��tottuk,

hogy ha γ : [a, b] → Rp
folytonosan di�ereni�alhat�o, �es f folytonos, akkor

∫

g

〈

f, dx
〉

=
∫ b

a

〈

f ◦γ, γ̇
〉

. V�eg�ul

kimondtam, hogy ha ∗ : Rq×R
p → R

s
biline�aris lek�epez�es (valamilyen szorz�as), γ : [a, b] → R

p
folytonosan

di�ereni�alhat�o, �es f folytonos, akkor

∫

g
f ∗ dx =

∫ b

a
(f ◦ γ) ∗ γ̇.

Kisz�amoltuk a (−y, x) vonalintegr�alj�at az egys�egk�orvonalon.
De�ni�altuk vektormez�o primit��v f�uggv�eny�et, kimondtuk �es bebizony��tottuk a Newton�Leibniz formul�at

val�os vonalinteg�alokra.

2. el�oad�as, febru�ar 15.

[LTS2, 184�194. o.℄

De�ni�altuk a poteni�alf�uggv�eny �es a konzervat��v vektormez�o fogalm�at. A NL formula k�ovetkezm�enye,

hogy a primit��v f�uggv�enyek sak egy konstansban k�ul�on�ozhetnek egym�ast�ol.

Kimondtuk, hogy

∫

(f +g) =
∫

f +
∫

g, valamint bebizony��tottuk a trivi�alis besl�est:

∣

∣

∣

∫

γ
〈f(x), dx〉

∣

∣

∣
≤

sup |f | · ℓ(γ).
Elkezdt�uk a primit��v f�uggv�eny l�etez�es�enek felt�eteleit. A m�ult �orai p�eld�ab�ol m�ar tudjuk, hogy nins

minden vektormez�onek primit��v f�uggv�enye.

Bebizony��tottuk, hogy ha G ⊂ R
p
�osszef�ugg�o ny��lt, �es f : G → R

p
folytonos, akkor a k�ovetkez�ok

ekvivalensek: (a) f -nek l�etezik primit��v f�uggv�enye; (b) f vonalintegr�alja nulla minden G-ben fekv�o z�art,

folytonos, rekti�k�alhat�o g�orb�en; () f vonalintegr�alja nulla minden G-ben fekv�o z�art t�or�ottvonalon.

Megbesz�elt�uk, hogy a ( −y

x2+y2
; x
x2+y2

) f�uggv�enynek nins glob�alisan primit��v f�uggv�enye, mert az egys�egk�or�on

az integr�alja nem nulla. M�asr�eszt ez a f�uggv�eny a sz�og(x, y) deriv�altja, teh�at minden pont k�or�ul van lok�alis

primit��v f�uggv�enye. Ha a negat��v f�elegyenest elhagyjuk, akkor m�ar van primit��v f�uggv�eny.

Di�ereni�alhat�o f eset�en volt a sz�uks�eges felt�etel, hogy f ′
minden pontban szimmetrikus. A felt�etelt

szavakban sokf�elek�eppen mondhatjuk: a "keresztbe vett pari�alis deriv�altak megyegyeznek", vagy "a vek-

tormez�o rot�ai�omentes". (A rot�ai�o valami olyasmi lesz, hogy az �osszes Djfi −Difj kommut�atort berak-

juk egy strukt�ur�aba, ezt majd j�ov�o h�eten megbesz�elj�uk. Teh�at most m�eg nins "rot�ai�o", de m�ar b�atran

haszn�alhatjuk a "rot�ai�omentes" sz�ot.) A ( −y

x2+y2
; x
x2+y2

) p�eld�aja is mutatja, hogy ez a felt�etel nem mindig

el�egs�eges.



Volt, hogy ha A ∈ Rp×p
, akkor az f(x) = Ax-nek akkor �es sak akkor van primit��v f�uggv�enye, ha

A szimmetrikus; egy primit��v f�uggv�eny az

1

2
xTAx. A konstans v vektor f�uggv�enynek is van primit��v

f�uggv�enye, az 〈v, x〉 = vTx.

Kimondtuk �es bebizony��tottuk a Goursat-lemm�at val�os vonalintegr�alokra. Bebizony��tottuk, hogy ha

G ⊂ R
p
konvex ny��lt, f : G → R

p
di�ereni�alhat�o vektormez�o, �es ha f ′

szimmetrikus a G minden

pontj�aban, akkor f -nek l�etezik primit��v f�uggv�enye. Ebb�ol k�ovetkezik, hogy rot�ai�omentes vektormez�onek

minden pont k�or�ul l�etezik lok�alis primit��v f�uggv�enye. De�ni�altuk a sillagszer�u tartom�anyokat, �es kimond-

tuk �es bizny��tottuk az el�obbi t�etelt konvex helyett sillagszer�u tartom�anyra is. Ha a s��kb�ol elhagyjuk

a negat��v f�elegyenest, akkor a marad�ek sillagszer�u, �es ezen a ( −y

x2+y2
; x
x2+y2

) f�uggv�enynek van primit��v

f�uggv�enye (a sz�og). Az R
2 \ {(0, 0)} tartom�anyon viszont nins glob�alis primit��v f�uggv�eny; az R

2 \ {(0, 0)}
tartom�any valami�ert l�enyegesen m�as...

3. el�oad�as, febru�ar 21.

[LTS2, 194�198. o.℄

Megbesz�elt�uk, hogy ha lok�alisan minden pont k�or�ul l�etezik valamekkora g�ombben primit��v f�uggv�eny,

akkor a vonalintegr�alt nem rekti�k�alhat�o g�orb�ekre is kiterjeszthetj�uk �ugy, hogy sok kis g�orbedarabra

alkalmazzuk a Newton�Leibniz formul�at, �es ezeket �osszeadjuk. (Ez nins benne a tank�onyvben.)

De�ni�altuk a homot�op tulajdons�agot k�oz�os kez�o- �es v�egpont�u g�orb�ekkel �es z�art g�orb�ekkel, valamint

a nullhomot�op tulajdons�agot. Bebizony��tottuk, hogy rot�ai�omentes vektormez�o vonalintegr�alja homot�op

g�orb�eken ugyanaz, nullhomot�op g�orb�eken 0. De�ni�altuk az egyszeres �osszef�ugg�os�eget, bebizony��tottuk,

hogy egyszeresen �osszef�ugg�o tartom�anyon ha egy folytonos vektormez�onek minden pont k�or�ul l�etezik lok�alis

primit��v f�uggv�enye, akkor a teljes tartom�anyon l�etezik primit��v f�uggv�eny, illetve egyszeresen �osszef�ugg�o

tartom�anyon minden di�ereni�alhat�o, rot�ai�omentes vektormez�onek van primit��v f�uggv�enye.

Az utols�o 20 perben a vonalintegr�al �es a homot�opia egy alkalmaz�asak�ent fel��rtam a Biot-Savart

t�orv�enyt (gerjeszt�esi t�orv�enyt): ha egy kisi

−→
dℓ vezet�ekdaraban I �aram folyik, akkor eg yolyan pontban,

ahonnan a vezet�ekdarabba az r vektor mutat, ez az �aramdarab dB =
µ0

4π
·
I
−→
dℓ × r

|r|3
nagys�ag�u m�agneses

induki�ot hoz l�etre. Ha ezt egy γ1 g�orbe ment�en fut�o z�art vezet�ore alkalmazzuk, �es fel��rjuk egy m�asik, az

els�ovel N-szer �osszehurkol�o γ2 g�orb�en (tipikusan γ1 egy N-menet�u tekers) a m�agneses �orv�enyer�oss�eget,

�es ezt �osszevetj�uk az Amp�ere-t�orv�ennyel (IV. Maxwell-egyenlet), azt kapjuk, hogy

µ0NI =
µ0I

4π

∫

x∈γ1

∫

y∈γ2

〈y − x, dx× dy〉

|y − x|3
.

Az

1

4π

∫

x∈γ1

∫

y∈γ2

〈y − x, dx× dy〉

|y − x|3
.

kett�os vonalintegr�al neve Gauss f�ele �osszekapsol�od�asi(?) sz�am (linking number). Ez mindig eg�esz sz�am,

�es nem v�altozik, ha a g�orb�eket folytonosan deform�aljuk �ugy, hogy k�ozben a k�et g�orb�enek nins k�oz�os

pontja. Ezzel pre��z bizony��t�ast adhatunk arra, hogy az �osszef�uz�ott l�anszemeket nem lehet folytonos

deform�ai�oval sz�etszedni.

A linking number bonyolultab esetekben is �ertelmes, p�eld�aul ha egym�ast �ossze-vissza ker�ulget�o som�okr�ol

van sz�o.



4. el�oad�as, febru�ar 22.

[LTS2, 200�210. o.℄

Megvoltak a s��kbeli integr�alt�etelek �es a hozz�aval�o de�n��i�ok: egyszer�u z�art g�orbe, Jordan-g�orbet�etel

(bizony��t�as n�elk�ul), ir�any��tott sz�og, s��kvektorok keresztszorzata, g�orbeindex, egyszer�u z�art g�orbe ir�any��t�asa,

Green-t�etel (bizony��t�as sak olyan Jordan-tartom�anyokra, amiket �ossze lehet ragasztani norm�altartom�anyokb�ol,

pl. az �osszes soksz�og). A Green-t�etelb�ol is k�ovetkezik, hogy egyszer�u z�art g�orb�en, aminek a belsej�eben is

rot�ai�omentes egy vektormez�o, a vonalintegr�al 0.
De�ni�altuk az ��vhossz szerinti integr�alt mint az ��vhoszf�uggv�eny szerinti Stieltjes integr�alt (ez m�as, mint

a k�onyvbeli de�n��i�o, de ekvivalens vele), a k�uls�o norm�alist, �es a Green-t�etelb�ol levezett�uk a Newton�

Leibniz formula s��kbeli v�altozat�at: Ha cl(K) ⊂ G ⊂ R2
egyszeresen �osszef�ugg�o Jordan-tartom�any,

aminek a hat�ara pozit��v ir�any��t�as�u, rekti�k�alhat�o g�orbe, �es f : G → R folytonosan di�ereni�alhat�o,

akkor

∫

K
grad f dx dy =

∫

∂K
fn ds. Elmondtam a kert�unkben felt�or�o �es �orv�enyl�o talajv��zr�ol sz�ol�o

szeml�eltet�esteket, de�ni�altuk 2-dimenzi�oban a divergeni�at �es a rot�ai�ot, kimondtuk �es bebizony��tottuk

a Gauss-Osztrogradszkij t�etelt �es a Stokes-t�etelt: ha cl(K) ⊂ G ⊂ R2
egyszeresen �osszef�ugg�o Jordan-

tartom�any, aminek a hat�ara pozit��v ir�any��t�as�u, rekti�k�alhat�o g�orbe, �es f : G → R2
folytonosan di�eren-

i�alhat�o, akkor

∫

K
div f dx dy =

∫

∂K
〈f, n ds〉, illetve

∫

K
rot f dx dy = −

∫

∂K
f × n ds. (A k�onyv m�asodik

kiad�as�aban nem szerepel a gradiens �es a rot�ai�o integr�alja.)

5. el�oad�as, febru�ar 28.

[LTS2, 211�221. o.℄

De�ni�altuk az S : P → R3
param�eteres fel�uleteket, ezen bel�ul a folytonos, di�ereni�alhat�o, folytonosan

di�ereni�alhat�o, darabonk�ent folytonosan di�ereni�alhat�o fel�uleteket. Megbesz�elt�uk, hogy a felsz��nt nem

lehet egyszer�uen a be��rt poligonok felsz��n�enek szupr�emumak�ent de�ni�alni (ld. hengerbe be��rt lampion).

A darabonk�ent folytonosan di�ereni�alhat�o fel�uletekre de�ni�altuk a norm�alvektort, a

−→
dA = D1S×D2S

ter�uletelem-vektort �es a |dA| felsz��nelemet, a felsz��nt, fel��rtuk k�etv�altoz�os f�uggv�eny felsz��n�et, folytonos

f�uggv�enyek

∫

S
f |dA| felsz��n szerinti integr�alj�at �es a sokf�ele fel�uleti jeleg�u

∫

S
f ∗

−→
dA integr�alj�at (a ∗ b�armilyen

szorz�as lehet), k�ozte "a"

∫

S
〈f,

−→
dA〉 fel�uleti integr�alt is. Mondtam, meg lehetne k�erdezni, mi t�ort�enik a

fel�ulet �atparam�eterez�esn�el, de ink�abb nem n�ezz�uk meg.

Kimondtam egy lemm�at, ami a Green-t�etel h�arom-dimenzi�os v�altozat�anak is tekinthet�o: ha G ⊂ R3

ny��lt, K ⊂ G z�art krumpli, aminek a ∂K hat�ara darabonk�ent folytonosan di�ereni�alhat�o fel�ulet, �es a

norm�alvektor mindig kifel�e mutat, tov�abb�a f : G → R folytonosan di�ereni�alhat�o, v�eg�ul i ∈ {1, 2, 3},

akkor

∫

K
Dif dV =

∫

∂K
f
−→
dAi. A lemm�at sak sz�ep norm�altartom�anyokra bizony��tottuk, meg mindenre,

ami ilyenekb�ol �osszeragaszthat�o, p�eld�aul poli�ederekre.

A lemm�ab�ol bebizony��tottuk a Newton�Leibniz formul�at: ha f : G → R folytonosan di�ereni�alhat�o,

akkor

∫

K
grad f dV =

∫

∂K
f
−→
dA. Az f ≡ 1 esetb�ol kipotyog, hogy a krumpli h�ej�an

∫ −→
dA = 0. Ezut�an

de�ni�altuk a divergeni�at �es bebizony��tottuk a Gauss-Osztrogradszkij t�etelt: ha f : G → R3
folytonosan

di�ereni�alhat�o, akkor

∫

K
div f dV =

∫

∂K
〈f,

−→
dA〉, de�ni�altuk a rot�ai�ot �es bebizony��tottuk a Stokes-t�etelt:

∫

K
rot f dV = −

∫

∂K
f ×

−→
dA. A divergeni�ar�ol �es a rot�ai�or�ol is kimondtam bizony��t�as n�elk�ul, hogy nem

f�uggnek a koordin�atatengelyek ir�any�at�ol.

R�oviden elmes�eltem, hogy a Gauss-Osztrogradszkij t�etel szerint divergeniamentes vektormez�onek min-

den sz�ep krumpli hat�ar�an nulla a fel�uleti integr�alja. Ez lehet�os�eget ad a primit��v f�uggv�enyr�ol sz�ol�o fejezet

�altal�anos��t�as�ara: meg lehetne sin�alni a Goursat-lemma fel�uleti integr�alokr�ol sz�ol�o vari�ans�at, �es bebi-

zony��tani, hogy minden nullhomot�op z�art fel�uleten (vagy ak�ar sak poli�ederen) nulla a fel�uleti integr�al.

Ezzel az eszk�ozzel be tudjuk bizony��tani p�eld�aul azt, hogy R3 \ {(0, 0, 0)} nem homeomorf R3
-bel.

V�eg�ul bizony��t�as n�elk�ul kimondtam a Kelvin-Stokes t�etelt: ha S ⊂ G egy ir�any��tott, peremes fel�ulet,

ami mondjuk darabonk�ent folytonosan di�ereni�alhat�o, a hat�ara pedig rekti�k�alhat�o, valamint f : G → R3

folytonosan di�ereni�alhat�o vektormez�o, akkor

∫

S
〈rot f,

−→
dA〉 =

∫

∂S
〈f, dx〉.

Az utols�o 6�7 perben kiosztottam kinyomtatva a Maxwell-egyenleteket, �es megbesz�elt�uk, hogy a di�e-

reni�alis �es integr�alis alakok k�oz�ott mi a kapsolat: az I. �es III. egyenletn�el a Gauss-Osztrogradszkij t�etel,

a II. �es IV. egyenletn�el a Kelvin-Stokes t�etel.

Ezzel befejezz�uk az integr�alt�eteleket; holnap elkezdj�uk a m�ert�ekelm�eletet.



6. el�oad�as, m�arius 1.

[Petruska, 51�52. o.℄

Bebizony��tottuk az �alomgyilkos t�etelt: nem l�etezik pozit��v, norm�alt, eltol�asinvari�ans, szigma-addit��v

f�uggv�eny P(x)-en. Ezut�an de�ni�altuk a Lebesgue-f�ele k�uls�o m�ert�eket �ugy, hogy ny��lt t�egl�akkal fed�unk,

�es a bels�o m�ert�eket, mint a komplementum k�uls�o m�ert�eke komplementum�anak kok�ank�ent vett �osszeg�et.

Elmondtam, hogy a m�erhet�os�eget a k�uls�o �es a bels�o m�ert�ekek egyenl�os�eg�evel is lehetne de�ni�alni, de ink�abb

m�elyen hallgatni fogunk a bels�o m�ert�ekr�ol, �es a szok�asos m�odon, kett�ev�ag�assal de�ni�aljuk. Bebizony��tottuk,

hogy a k�uls�o m�ert�ek monoton �es szubaddit��v, s�ot szigma-szubaddit��v, az �ures halmaz k�uls�o m�ert�eke 0, �es
kompakt halmazok k�uls�o m�ert�eke ugyanaz, mint a k�uls�o Jordan-m�ert�eke. Bizony��t�as n�alk�ul kimondtam,

hogy a Lebesgue-m�erhet�o halmazok szigma-algebr�at alkotnak, �es ezen a Lebesgue-m�ert�ek szigma-addit��v.

Ezek ut�an a Petrusk�ab�ol k�et oldalra volt id�o: de�ni�altuk halmazrendszer megszor��t�as�at, halmaz-

f�uggv�enyekre a monoton, addit��v, szigma-addit��v tulajdons�agokat, halmazalgebr�at, szigma-algebr�at, gy�ur�ut,

szigma-gy�ur�ut, modulust �es f�elgy�ur�ut. Bebizony��tottuk, hogy mindig van gener�alt algebra, szigma-algebra,

gy�ur�u, szigma-gy�ur�u, illetve modulus. V�eg�ul fel��rtam, hogy a ny��lt halmazok �altal gener�alt szigma-algebra

elemeit h��vjuk Borel-halmazoknak.

7. el�oad�as, m�arius 7.

[Petruska, 52�56. o.℄

A k�onyvet k�ovetve volt: m�erhet�o t�er, m�erhet�o f�uggv�enyek, a m�erhet�os�eg k�ul�onb�oz�o ekvivalens felt�etelei

f�elegyenesek �osk�epeivel, m�erhet�o f�uggv�enyek kompoz��i�oja, �osszege, szorzata stb., megsz�aml�alhat�o sok

m�erhet�o f�uggv�eny pontonk�ent szupr�emuma, in�muma, liminfje, szupr�emuma, a konvergeniahalmaz m�erhe-

t�os�ege. Tov�abb�a: m�ert�ek, megsz�aml�alhat�o uni�o, metszet �es limesz, egyszer�u f�uggv�enyek, egyszer�u f�ugg-

v�enyek integr�alja, nemnegat��v m�erhet�o f�uggv�enyek integr�alja.

Elmondtam, hogy ez az integr�alfogalom az als�o integr�alt terjeszti ki. Lehet ugyan��gy fels�o integr�alt

is sin�alni, de a fels�o �osszegekhez az egyszer�u f�uggv�enyek nem elegek, helyett�uk olyan f�uggv�enyeket kell

haszn�alnunk, amelyek megsz�aml�aljat�o sok �ert�eket vesznek fel; ezekek h��vhatjuk mondjuk szigma-egyszer�u

f�uggv�enyeknek is. M�erthet�o f�uggv�enyekre az ��gy kapott als�o �es fels�o integr�al �ert�ek megegyezik.

V�eg�ul megvolt a 11.5. lemma.

8. el�oad�as, m�arius 8.

[Petruska, 57�59. o.℄

Megvolt a monoton konvergenia t�etel, az integr�al alaptulajdons�agai �es a Fatou-lemma. Illusztr�ai�onak

megbesz�elt�uk, mit mondanak ezek a t�etelek akkor, ha az alaphalmaz {1, 2} vagy N, a m�ert�ek pedig

a sz�aml�al�om�ert�ek. De�ni�altuk az integr�alt val�os �es komplex �ert�ek�u f�uggv�enyekre, �es fel��rtuk �ujra az

alaptulajdons�agokat �es a h�aromsz�og-egyenl�otlens�eget. V�eg�ul defni�altuk az L1(X,M, µ) teret, a norm�at �es

bebizony��tottuk, hogy L1-beli f�uggv�enysorozat pontonk�enti limesze is L1-beli.

9. el�oad�as, m�arius 14.

[Petruska, 59�63. o.℄

Fel��rtuk a kis Lebesgue-/korl�atos konvergenia t�etelt, a nagy Lebesgue-/domin�alt konvergenia t�etelt,

valamint a Fatou-Lebesgue t�etelt: ha |fn| ∈ g ∈ L1 m�erhet�oek, akkor

∫

X

(lim fn) dµ ≤ lim

∫

X

fn dµ ≤ lim

∫

X

fn dµ ≤

∫

X

(lim fn) dµ.

A Fatou-lem�ab�ol (a g ± fn f�uggv�enyekkel) kipotyog a Fatou-Lebesgue t�etel, a Fatou-Lebesgue t�etelb�ol

kipotyog a nagy Lebesgue-t�etel, a nagy Lebesgue-t�etelb�ol kipotyog a kis Lebesgue-t�etel.

De�ni�altuk a teljes m�ert�ektereket, kimondtam, hogy minden m�ert�ekt�er kieg�esz��that�o teljes m�ert�ekt�err�e.

H�azi feladat a bizony��t�as r�eszleteit v�egiggondolni. De�ni�altuk a majdnem, µ-majdnem, majdnem m�erhet�o,

majdnem integr�alhat�o stb. fogalmakat. Bebizony��tottuk, hogy ha

∑
∫

X
|fn| dµ < ∞, akkor f =

∑
∫

X
fn dµ m.m. �ertelmes, �es f ∈ L1.



Elkezdt�uk a k�uls�o m�ert�ekeket. De�ni�altuk a "relat��v k�uls�o m�ert�ek" �es "k�uls�o m�ert�ek" tulajdons�agokat.

K�et p�elda volt, az α(H) =

{

1 ha H 6= ∅

0 ha H = ∅
k�uls�o m�ert�ek, �es a Jordan-t�erfogat a Jordan-m�erhet�o halma-

zok gy�ur�uj�en. Ut�obbir�ol bebizony��tottuk, hogy relat��v k�uls�o m�ert�ek. Minden α relat��v k�uls�o m�ert�ekhez

de�ni�altuk a ϕα k�uls�o m�ert�eket; ha α a Jordan-t�erfogat, akkor ϕα = λ a k�uls�o Lebesgue-m�ert�ek. Bebi-

zony��tottuk, hogy Jordan-m�erhet�o halmazok k�uls�o m�ert�eke ugyanaz, mint a Jordan-t�erfogatuk.

De�n�altuk a m�erhet�os�eget, kimondtam, hogy ha ϕ k�uls�o m�ert�ek, akkor az Mϕ halmazrendszer σ-

algebra, ezen a ϕ teljes m�ert�ek, �es b�armely H ⊂ X eset�en ϕ m�ert�ek a Mϕ

∣

∣

H
megszor��t�ason. Ebb�ol annyit

bebizony��tottunk, hogy Mϕ halmazrendszer σ-algebra, amin a ϕ m�ert�ek. A teljess�eg �es a megszor��t�asra

vonatkoz�o �all��t�as legk�ozelebbre maradt.

10. el�oad�as, m�arius 21.

[Petruska, 63�70. o.℄

Befejezt�uk a m�ultkori utols�o bizony��t�ast.

Bebziony��tottuk, hogy a Jordan-m�erhet�o halmazok a k�uls�o Lebesgue-m�ert�ek szerint m�erhet�oek, �es

ez az additivit�ason m�ulik. De�ni�altuk a Lebesgue-m�ert�eket, ami teh�at a Jordan-t�erfogat kiterjeszt�ese.

Megbesz�elt�uk, hogy a Lebesgue-m�ert�ek egybev�ag�os�ag-invari�ans, �es el�eg lenne Jordan-m�erhet�o halmazok

helyett t�egl�akkal, vagy ak�ar raion�alis koordin�at�aj�u t�eglakkal fedni a de�n��i�oban. Ezzel szemben az

α(H) =

{

1 H 6= ∅

0 H = ∅
halmazf�uggv�enyn�el nem igaz, hogy a Mϕα

kiterjeszt�ese az α f�uggv�enynek. Arra is

l�attnk p�eld�at, hogy ha a halmazrendszer�unk t�ul sov�any, akkor az additivit�as ne,m lesz el�eg.

Ezut�an kimondtuk �es bebizony��tottuk a Caratheodory (Κωνσταντίνος Καραθεοδωρή) f�ele m�ert�ekkiter-

jeszt�esi t�etelt f�elgy�ur�ure. Az egy�ertelm�us�eget olyan form�aban is kimondam, hogy minden σ(A) ⊂ M ⊂
Mϕα

k�ozb�uls�o σ-algebr�aban, minden α szerint σ-v�eges halmaz kiterjesztett m�ert�eke egy�ertelm�u. A σ-

v�egess�eg fontoss�ag�ara a balr�ol z�art, jobbr�ol ny��lt intervallumok f�elgy�ur�uj�en a konstans ∞ p�eld�at l�attuk:

ennek kiterjeszt�ese a Borel halmazokon a konstans ∞ �es a sz�aml�al�om�ert�ek is (�es pl. az egyelem�u halma-

zokon a k�et m�ert�ek k�ul�onb�ozik).

A m�ert�ekkiterjeszt�esi t�etelb�ol l�atszik, hogy a Jordan-t�erfogatnak nins m�as kiterjesz�ese a Lebesgue-

m�erhet�o halmazokra.

11. el�oad�as, m�arius 22.

[Petruska, 70�72., 81�82. o.℄

Elmondtam, hogy a Lebesgue-m�erhet�o halmazok nagyon k�ozel vannak sz�ep Borel-halmazokhoz: ha A ⊂
R Lebesgue-m�erhet�o, �es λ(A) < ∞, akkor b�armely ε > 0-hoz van olyan B halmaz, ami v�eges sok, raion�alis

v�egpont�u intervallum uni�oja, �es λ(A△B) < ε. Ebb�ol h�azi feladat levezetni, hogy lim
t→∞

∫

R

sin(tx) dx =

0 (Riemann-[Lebesgue-℄lemma), tov�abb�a h�azi feladat ennek mint�aj�ara igazolni, hogy minden f ∈ L1

f�uggv�enyhez �es ε > 0-hoz van olyan szakaszonk�ent konstans g f�uggv�eny, ami v�eges sok, raion�alis v�egpont�u

intervallumon konstans, �es mindegyik �ert�eke raion�alis, azokon k��v�ul 0, �es

∫

R

|f − g|
−→
dλ < ε (ebb�ol

k�ovetkezik, hogy az L1(R, λ) t�er szepar�abilis); v�eg�ul ebb�ol levezetni, hogy az L1 t�erben az eltol�as folytonos,

vagyis f ∈ L1 eset�en lim
h→0

‖f(x)− f(x+ h)‖1 = lim
h→0

∫

R

|f(x)− f(x+ h)|
−→
dλ(x) = 0.

Bebizony��tottuk, hogy minden pozit��v k�uls�o m�ert�ek�u halmaz tartalmaz nem m�erhet�o r�eszhalmazt.

De�ni�altuk addit��v intervallumf�uggv�enyeket: legyen az alaphalmazunk egy G ny��lt intervallum, V ⊂ G

s�ur�u; ekkor E =
{

[a, b) : a, b ∈ V, a ≤ b
}

a megengedett intervallumok f�elgy�ur�uje; legyen tov�abb�a α : E →
[0,∞). Az α intervallumf�uggv�eny akkor �es sak akkor addit��v, ha van olyan F : G → R monoton nov�o

eloszl�asf�uggv�eny, amire α
(

[a, b)
)

= F (b)−F (a). Az α akkor �es sak akkor relat��v k�uls�o m�ert�ek, ha F a V

pontjaiban balr�ol folytonos. Ezut�an k�etf�elek�eppen is fel�ep��thetj�uk a Lebesgue-Stieltjes m�ert�eket: sak az

F folytonoss�agi pontjait enged�uk meg, vagy pedig kik�otj�uk, hogy F mindenhol balr�ol folytonos.

Megbesz�elt�uk, hogy az 1-dimenzi�os eszk�oz�ok r�eszben �atvihet�ok magasabb dimenzi�oba, de a G ⊂ R
p

ny��lt halmaz alakj�at�ol f�ugg�oen nem biztos, hogy van egy�uttes eloszl�asf�uggv�eny. De�ni�altuk a folytonoss�agi

hipers��kokat �es p-dimenzi�os Lebesgue-Stieltjes m�ert�eket.



12. el�oad�as, m�arius 28.

[Petruska, 72�75. o.℄

Megvolt a LS-m�ert�ekek regularit�asa, amib�ol k�ovetkezik, hogy a LS-m�erhet�o halmazok rendszere �eppen

B∗
, persze a ∗ jelent�ese att�ol f�ugg, melyik LS-m�ert�ekr�ol van sz�o. Megbesz�elt�uk, hogy a k�ul�onb�oz�o interva-

lumok m�ert�ek�et hogyan fejezhetj�uk ki az eloszl�asf�uggv�ennyel. Bebizony��tottuk a Luzin-t�etelt.

13. el�oad�as, m�arius 28.

[Petruska, 76�80. o.℄

Megvolt a LS-integr�al �es a RS-integr�al kapsolata, egy kis sz�eps�egib�at�ol eltekintve, amit majd legk�ozelebb

rendbe tesz�unk.

14. el�oad�as, �aprilis 4.

[Petruska, 79�81, 85�87. o.℄

Befejezt�uk az LS-integr�alt.Megvoltak a m�ert�ektart�o lek�epez�esek.

De�ni�altuk az elj�oeles �es akomplex m�ert�ek fogalm�at. De�ni�altuk ki egy korl�atos v�altoz�as�u f : [a, b] → R

f�uggv�eny tot�alis, pozit��v �es negat��v vari�ai�oit intervallumokon, majd ezeket kiterjesztett�uk LS-m�ert�ekekk�e.

Bizony��t�as n�elk�ul fel��rtuk, hogy π+ ν = τ , a ϑ = π− ν el�ojeles m�ert�ek az f megv�altoiz�as�aval kapsolatos.

De�ni�altuk el�ojeles �es komplex m�ert�ekek vari�ai�oit, kimondtam, hogy ezek m�ert�ekek, �es elkezdt�uk

bizony��tani a τ -ra.

15. el�oad�as, �aprilis 5.

[Petruska, 85�89. o.℄

Megvoltak az el�ojeles �es komplex m�ert�ekek. Bebizony��tottuk, hogy τ m�ert�ek, el�ojeles m�ert�ek nem veheti

fel mindk�et v�egtelent, �es van maximuma �es minimuma. Ebb�ol kipotyog a Hahn-felbont�as, abb�ol pedig a

Jordan-felbont�as �es a τ = π + ν k�eplet, valamint az, hogy minden el�ojeles m�ert�ek el�o�all egy 1 abszol�ut

�ert�ek�u f�uggv�eny integr�aljak�ent a tot�alis vari�ai�o szerint.

Elmondtam a bevezet�ot az abszol�ut folytonos f�uggv�enyekhez.

16. el�oad�as, �aprilis 11.

[Petruska, 90�95. o.℄

De�ni�altuk az abszol�ut folytonos �es szingul�aris rel�ai�okat �es ezek legfontosabb tulajdons�agait. Bebi-

zony��tottuk a Lebesgue-felbont�ast �es a Radon-Nikodym t�etelt, de sak σ-v�eges m�ert�ekekre. Volt a 18.7.

t�etel (helyettes��t�es Radon-Nikodym deriv�alttal). Sz�ogtartom�anyokra bont�assal v�azlatosan igazoltuk a 18.8.

t�etelt: ha ϑ(H) =
∫

H
f dµ, akkor τϑ(H) =

∫

H
|f | dµ. Spei�alisan, ha µ = τ �es f = dϑ

dµ
, akkor a Radon-

Nikodym deriv�alt egy�ertelm�us�eg�eb�ol |f | = 1 (18.6. t�etel). De�ni�altuk az el�ojeles �es komplex m�ert�ekek

szerinti integr�alokat.

17. el�oad�as, �aprilis 25.

[Petruska, 97�100. o.℄

Feladtam 1 �ori�as t�ur�orudi�ert annak elemi bizony��t�as�at, hogy minden monoton (a, b) → R f�uggv�eny

di�ereni�alhat�o legal�abb egy pontban.

De�ni�altuk a di�ereni�alb�azisokat �es a m�ert�ek szerinti deriv�altakat. De�ni�altuk a maxim�alis f�uggv�enyt

a szimmetrikus b�azissal, a maxim�alis f�uggv�enyr�ol megmutattuk, hogy m�erhet�o, a deriv�altakra sak ki-

mondtuk, �es majdnem bebizony��tottuk a maxium�alis oper�ator t�etel�et. A g�ombrendszerekr�ol sz�ol�o lemm�at

majd a k�ovetkez�o el�oad�ason... ;-) Megmutattuk, hogy lok�alisan v�eges m�ert�ek deriv�altja sak nullm�ert�ek�u

halmazon lehet v�egtelen. De�ni�a�eltuk a Lebesgue-pontokat.



18. el�oad�as, �aprilis 26.

[Petruska, 100�103. o.℄

Benizony��tottuk, hogy lok�alisan integr�alhat�o f�uggv�enynek m.m. pont Lebesgue-pontja; ha f lok. in-

tegr�alhat�o, akkor az

∫

f
−→
dλ m�ert�ek deriv�altja b�armely regul�aris b�azis szerint egyenl�o f -fel; Lebesgue-

pontokban az eloszl�asf�uggv�eny hagyom�anyos deriv�altja ugyanaz, mint a m�ert�ek szerinti deriv�alt. Bebi-

zony��tottuk, hogy szingul�aris m�ert�ek deriv�altja m.m. nulla, illetve ha θ Lebesgue-felbont�asa θ =
∫

f
−→
dλ+β,

akkor Dθ = f m.m.

A v�eg�en fut�olag de�ni�altuk az abszol�ut folyt. �es szing. egyv�altoz�os f�uggv�enyeket, mint amik absz.folyt/szing.

m�ert�ekek eloszl�asf�uggv�enyei, de ezt m�eg t�argyalni fogjuk.

19. el�oad�as, m�ajus 2.

[Petruska, 104�105., 113�114 o.℄

Megvolt a s�ur�us�egi t�etel. Elkezdt�uk az abszol�ut folytonos f�uggv�enyek di�ereni�alhat�os�ag�at. Bebi-

zony��tottuk az abszol�ut folytonoss�ag k�etf�ele de�n��i�oj�anak ekvivalni�aj�at.

20. el�oad�as, m�ajus 3.

[Petruska, 113�117., 121. o.℄

Bebizony��tottuk, hogy minden monoton f�uggv�eny m.m. di�ereni�alhat�o. Konstru�altunk szigor�uan

monoton n�ov�o, folytonos, szingul�aris f�uggv�enyt. Bebizony��tottuk, hogy ha egy monoton n�ov�o f�uggv�eny

mindenhol di�ereni�alhat�o, akkor a deriv�altj�anak Lebesgue-integr�alf�uggv�enye.

De�ni�altuk k�et m�ert�ekt�er szorzat�at �es elkezdt�uk a Fubini-t�etel bizony��t�as�at.

21. el�oad�as, m�ajus 9.

[Petruska, 100�103. o.℄

Befejezt�uk a Fubini-t�etel bzony��t�as�at, majd de�ni�altuk tetsz�olegesen sok val�osz��n�us�egi m�ert�ekt�er szor-

zat�at.

22. el�oad�as, m�ajus 16.

[Petruska, 127�130. o.℄

Elkezadt�uk az Lp terek. De�ni�altuk az Lp �es L∞ norm�akat, Lp �es ℓp tereket, megvoltak a H�older-,

Cauhy-Shwarz �es Minkowski-egyenl�otlens�egek, faktoriz�al�as a majdnem konstans nulla f�uggv�enyek ter�evel,

Riesz-Fisher t�etel, a Banah-t�er fogalma. Az L2 terekben de�n�altuk a skal�aris szorz�ast �es a Hilbert-tereket.

23. el�oad�as, m�ajus 16.

[Petruska, 130, 134�137. o.℄

Megbesz�elt�uk, hogy az Lp-t�erben s�ur�u az egyszer�u f�uggv�enyek altere, p < ∞ eset�en Lp(R
n)-ben s�ur�u

halmazt alkotnak a v�eges sok, raion�alis koordin�e�at�u t�egalapon raion�alis konstans f�uggv�enyek, a kompakt

tart�oj�u folytonos f�uggv�enyek, �es Lp(R
n) szepar�abilis. Vlt p�elda arra, hogy L∞(R) nem szepar�abilis.

Bebizony��tottuk, hogy L2([a, b])-ben a Legendre-polinomok, illetve periodikus esetben a trigonometri-

kus polinomok teljes rendszert alkotnak. De�ni�altam a Shauder-b�azis fogalm�at. Konstru�altunk Shauder-

b�azist L2(R
n)-ben (kok�ank�ent); az ilyen b�azis ad egy egyszer�u izomor��at L2(R

n) �es ℓ2 k�oz�ott.
Megvolt a m�ert�ekben val�o konvergenia.

24. el�oad�as, m�ajus 16.

[Petruska, 138�139. o.℄

De�ni�altuk Rn → C f�uggv�enyek konvol�ui�oj�at. Bebizony��tottuk, hogy L1-beli f�uggv�enyek konvol�ui�oja

l�etezik, �es ‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1 · ‖g‖1; a L(Rn) t�er a konvol�ui�oval kommutat��v Banah-algebra.

De�ni�altuk R → C �es Rn → C f�uggv�enyek Fourier-transzform�altj�at; bebizony��tottuk, hogy L1-beli

f�uggv�enyek Fourier-transzform�altja korl�atos, �es bebizony��tottuk, hogy konvol�ui�o Fourier-transzform�altja



a Fourier-transzform�altak szorzata. De�ni�altuk R-en vett korl�atos m�ert�ekek, Fourier-transzform�altj�at,

illetve ezek eloszl�asf�uggv�enyeinek Fourier-Stieltjes transzform�altj�at is.


