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R�eszletes t�eteljegyz�ek

1. G�orb�ek. Vonalintegr�al

G�orb�ek. Folytonoss�ag, di�ereni�alhat�os�ag, Lipshitz-tulajdons�ag, stb. G�orbe hossza, rekti�k�alhat�o g�orbe.

�

At-

param�eterez�es �es megford��t�as. Kett�ev�aghat�os�ag. Egy g�orbe akkor rekti�k�alhat�o, ha a koordin�ataf�uggv�enyei korl�atos

v�altoz�as�uak. Di�ereni�alhat�o g�orbe hossz�anak kisz�am��t�asa.

�

Ivhossz szerinti param�eterez�es. (Lazkovih-T. S�os I,

195�197, 438�446. old.)

�

Ivhossz szerinti integr�al. Nem f�ugg a param�eterez�est�ol, line�aris, addit��v. (Lazkovih-T.

S�os II, 165. old.) Vonalintegr�alok. Tulajdons�agok. Felt�etelek a l�etez�esre.

�

At��r�as Riemann-Stieltjes, illetve Riemann-

integr�all�a, ha az integr�ai�os �ut di�ereni�alhat�o. Newton-Leibniz formula val�os vonalintegr�alokra. (Lazkovih-T. S�os

II, 140-145. old.)

2. A primit��v f�uggv�eny l�etez�es�enek felt�etelei

Konzervat��v vektormez�o, primir��v f�ugg�eny �es poteni�alf�uggv�eny fogalma. A primit��v f�uggv�eny konstans erej�eig

egy�ertelm�u. Ha G ⊂ R
p
�osszef�ugg�o ny��lt, �es f : G → R

p
folytonos, akkor a k�ovetkez�ok ekvivalensek: (a) f -nek

l�etezik primit��v f�uggv�enye; (b) f vonalintegr�alja nulla minden G-ben fekv�o z�art, folytonos, rekti�k�alhat�o g�orb�en; () f

vonalintegr�alja nulla minden G-ben fekv�o z�art t�or�ottvonalon. Di�ereni�alhat�o f eset�en a primit��v f�uggv�eny l�etez�es�ehez

sz�uks�eges, hogy f ′
mindenhol szimmetrikus legyen. A line�aris lek�epez�es primit��v f�uggv�enye. Goursat-lemma val�os

vonalintegr�alokra. A primit��v f�uggv�eny l�etez�ese konvex �es sillagszer�u tartom�anyokon.

3. Homot�opia �es vonalintegr�al

Homot�op g�orb�ek. A vonalintegr�al azonos v�egpont�u, z�art, illetve nullhomot�op g�orb�eken. A primit��v f�uggv�eny

l�etez�ese egyszeresen �osszef�ugg�o tartom�anyokon. P�eld�ak egyszeresen �osszef�ugg�o �es nem egyszeresen �osszef�ugg�o tar-

tom�anyokra, �es olyan f�uggv�enyekre, amelyeknek lok�alisan l�etezik, de glob�alisan nem l�etezik primit��v f�uggv�enye. Z�art

vezet�o m�agneses �orv�enyer�oss�ege �es a Gauss-f�ele �osszekapsol�od�as�ai sz�am kapsolata.

4. Integr�alt�etelek s��kban

Egyszer�u z�art g�orb�ek, Jordan-g�orbet�etel (bizony��t�as n�elk�ul). S��kvektorok keresztszorzata, ir�any��tott sz�oge, egy-

szer�u z�art g�orbe ir�any��t�asa. Green-t�etel (bizony��t�as norm�altartom�anyra, �es a bizony��t�as v�azlata az �altal�anos eset-

ben). K�uls�o norm�alis. Newton-Leibniz formula s��kban. Mese a kert�unkben fel�or�o �es �orv�enyl�o talajv��zt�ol. Forr�as- �es

�orv�enyer�oss�eg �es -s�ur�us�eg, divergenia, rot�ai�o. Gauss-Osztrogradszkij t�etel. Stokes-t�etel.
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5. Integr�alt�etelek h�arom dimenzi�oban

Folytonsan di�ereni�alhat�o param�eteres fel�uletek. Felsz��n, norm�alvektor. Felsz��n szerinti �es fel�uleti integr�alok. A

Green-t�etel t�erbeli megfelel�oje. 3-dimenzi�os NL-formula. Gauss-Osztrogradszkij t�etel. Stokes-t�etel. Kelvin-Stokes t�etel

(bizony��t�as n�elk�ul). Kapsolat a Maxwell-egyenletek di�ereni�alis �es integr�alis alakjai k�oz�ott. (Magukat a Maxwell-

egyenleteket nem kell megtanulni.)

6. M�erhet�o terek �es m�erhet�o f�uggv�enyek

Halmazrendszerek, megszor��t�as. Addit��v �es σ-addit��v halmazf�uggv�enyek. Halmazalgebra, gy�ur�u, modulus, f�elgy�ur�u,

σ-algebra, σ-gy�ur�u. Gener�alt strukt�ur�ak. Borel-halmazok top. terekben. M�erhet�o t�er, m�erhet�o f�uggv�enyek. M�erhet�os�eg

�es m�uveletek (min, max, alapm�uveletek, hat�ar�ert�ek, kompoz��i�o). Egyszer�u f�uggv�enyek. Nemnegat��v m�erhet�o f�uggv�eny

mint egyszer�u f�uggv�enyek limesze. (Petruska II, 10. fej.)

7. M�ert�ek �es integr�al

M�ert�ek. Megsz�aml�alhat�o uni�o �es metszet m�ert�eke. Egyszer�u f�uggv�eny integr�alja. Nemnegat��v m�erhet�o f�uggv�eny

integr�alja. Monoton konvergenia t�etele.

�

Osszeg integr�alja. Beppo Levi t�etele. Fatou-lemma. El�ojeles �es komplex

m�ert�ekek. Az L1 t�er. Korl�atos kovergenia t�etel. Domin�alt konvergenia t�etel. Fatou-Lebesgue t�etel. Teljes m�ert�ekt�er.

Az integr�al kiterjeszt�ese majdnem m�erhet�o f�uggv�enyekre. Ha

∑
||fn||1 konvergens, akkor fn → 0 m.m. (Petruska II,

11. fej.)

8. K�uls�o m�ert�ek; m�ert�ekek kiterjeszt�ese

Relat��v k�uls�o m�ert�ek �es k�uls�o m�ert�ek. Nemnegat��v halmazf�uggv�enyhez asszoi�alt k�uls�o m�ert�ek. A m�erhet�o hal-

mazok σ-algebr�aja. F�elgy�ur�un addit��v RKM egy�ertelm�uen kiterjeszthet�o a gener�alt gy�ur�ure. M�ert�ekkiterjeszt�esi t�etel.

A kiterjeszt�es egy�ertelm�us�ege σ-v�eges t�erben. P�elda arra, hogy a kiterjeszt�es nem mindig egy�ertelm�u. (Petruska II,

12. fej.)

9. Lebesgue- �es Lebesgue-Stieltjes m�ert�ekek

A Lebesgue-f�ele k�uls�o m�ert�ek �es m�ert�ek. Invariania az egybev�ag�os�agokra. Minden Lebesgue-m�erhet�o halmazhoz

van k�ozeli halmaz, ami v�eges sok t�eglalap uni�oja. Additit��v t�eglaf�uggv�enyek. A folytonoss�agi hipers��kok halmaza

megsz�aml�alhat�o. Lebesgue-Stieltjes m�ert�ek. Regularit�as. M�erhet�o halmaz k�ozel��t�ese ny��lt, z�art, kompakt, Gδ �es Fσ

halmazokkal. Luzin t�etele. Intervallumok m�ert�eke 1-dimenzi�oban. (Petruska II, 13. fej.)

Nem m�erhet�o halmazok l�etez�ese. (Petruska II, 16. fej.)

10. Lebesgue- �es Lebesgue-Stieltjes integr�al

Egydimenzi�os LS m�ert�ek eloszl�asf�uggv�enye. Als�o �es fels�o burkol�o. F�elig folytonos f�uggv�enyek. Kapsolat az als�o �es

fels�o Stieltjes integr�allal. A Riemann-Stieltjes integr�al l�etez�es�enek felt�etele. A Riemann-integr�alhat�os�ag Lebesgue-f�ele

ekvivalens felt�etele. (Petruska II, 14. fej.)

M�ert�ektart�o lek�epez�esek. (Petruska II, 15. fej.)

11. El�ojeles m�ert�ekek �es vari�ai�oik

El�ojeles �es komplex m�ert�ekek. El�ojeles m�ert�ek nem veheti fel mindk�et v�egtelent. Major�ans m�ert�ek. Pozit��v,

negat��v �es tot�alis vari�ai�o. A tot�alis vari�ai�o major�alja a pozit��v �es a negat��v vari�ai�ot. El�ojeles m�ert�ek szerint l�etezik

maxim�alis �es minim�alis m�ert�ek�u halmaz. Hahn-felbont�as. Jordan-felbont�as. τ = π + ν. (Petruska II, 17. fej.)

12. Abszol�ut folytonos �es szingul�aris m�ert�ekek

Abszol�ut folytonos �es szingul�aris m�ert�ekek. M�ert�ek tart�oja. Lebesgue-felbont�as. Radon-Nikodym t�etel. Helyet-

tes��t�eses integr�al�as. A tot�alis vari�ai�o szerinti RN deriv�alt. El�ojeles �es komplex m�ert�ek szerinti integr�al. (Petruska II,

18. fej.)

13. M�ert�ekek di�ereni�al�asa

Di�ereni�alb�azis. Als�o �es fels�o deriv�altak. Szimmetrikus, k�oz�ons�eges �es er�os deriv�alt. Maxim�alis oper�ator. Az

als�o �es a fels�o deriv�alt m�erhet�os�ege. A maxim�alis oper�ator t�etele. Egy Borel-m�ert�ek akkor �es sak akkor szingul�aris,

ha a deriv�altja m.m. 0. Lebesgue-pont. Abszol�ut folytonos m�ert�ek m.m. di�ereni�alhat�o, �es a deriv�altja megegyezik

a Radon-Nikodym deriv�alttal. (Petruska II, 19. fej.)

14. S�ur�us�egi t�etel. Abszol�ut folytonos �es szingul�aris f�uggv�enyek



M�erhet�o burok. Als�o �es fels�o s�ur�us�eg. S�ur�us�egi t�etel. (Petruska II, 20. fej.)

Abszol�ut folytonos �es szingul�aris f�uggv�enyek. Az abszol�ut folytonoss�ag �atfogalmaz�asa ε, δ-val. P�elda szigor�uan

monoton �es folytonos, szingul�aris f�uggv�enyre. A Lipshitz-tulajdons�ag, az abszol�ut folytonoss�ag �es korl�atos v�altoz�as

kapsolata. Szingul�aris f�uggv�eny deriv�altja m.m. 0. Abszol�ut folytonos f�uggv�eny m.m. di�ereni�alhat�o, �es a deriv�alt

integr�alf�uggv�enye. Korl�atos v�altoz�as�u (spe. monoton) f�uggv�eny m.m. di�ereni�alhat�o. (Petruska II, 22. fej.)

15. M�ert�ekterek szorzata

σ-additivit�as k�et m�ert�ekt�er direkt szorzat�an. K�et m�ert�ekt�er szorzata. Fubini-t�etel (bizony��t�as n�elk�ul). V�eges sok

m�ert�ekt�er szorzata. Ak�arh�any val�osz��n�us�egi m�ert�ekt�er szorzata. Bizony��t�as a σ-additivit�asra. (Petruska II, 23. fej.)

16. A Fubini-t�etel

(Petruska II, 121-123, old.)

17. Lp-terek

Lp-norm�ak. Konjug�alt kitev�ok, H�older- �es Minkowski-egyenl�otlens�eg. F�elmetrikus terek. Faktoriz�al�as a m.m. 0

f�uggv�enyek ter�evel. Lp-terek. Teljess�eg. Riesz-Fisher-t�etel.

Az L2 Hilbert-t�er. Skal�aris szorz�as. Shauder-b�azis. Az ortonorm�alt polinomok �es trigonometrikus polinomok

rendszer�enek teljess�ege. Az L2(R
n) izomor��aja az ℓ2 t�errel.

(Petruska II, 24. fej.)

18. M�ert�ekben val�o konvergenia. Konvol�ui�o.

M�ert�ekben val�o konvergenia. Metriz�alhat�os�ag. Kapsolat a m�ert�ekben val�o �es az Lp-beli konvergenia k�oz�ott.

Teljess�eg. (Petruska II, 25. fej.)

L1-beli f�uggv�enyek konvol�ui�oja. L1 mint kommutat��v Banah-algebra. (Petruska II, 26. fej.)

L1-f�uggv�enyek Fourier-transzform�altja. V�eges Borel-m�ert�ekek Fourier-transzform�altja. Fourier-Stieltjes transz-

form�alt. Konvol�ui�o Fourier-transzform�altja a Fourier-transzform�altak szorzata.


