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8.1. Bizonyítsuk be Luzin tételét: Ha f : [a, b] → R mérhet®, akkor minden ε > 0-hoz létezik olyan ε-nál

kisebb mérték¶ D halmaz, hogy f folytonos [a, b] \D-n.

8.2. Bizonyítsuk be Steinhaus tételét: ha H ⊂ R
p
mérhet®, λ(H) > 0, akkor H − H tartalmaz 0 körüli

gömböt.

8.3. Bizonyítsuk be, hogy ha A ⊂ R Lebesgue-mérhet®, véges mérték¶, akkor

lim
t→∞

∫

A

sin(tx) dx = lim
t→∞

∫

A

cos(tx) dx = 0.

8.4. (a) Bizonyítsuk be, hogy ha f ∈ L1(R), akkor minden ε > 0-hoz vannak olyan I1, . . . , In páronként

diszjunkt intervallumok és r1, . . . , rn raionális számok, hogy a g =
∑

rjχIj függvényre ‖f − g‖1 < ε.

(b) Bizonyítsuk be, hogy az L1(R, λ) tér szeparábilis.

8.5. Igazoljuk, hogy L1-ben az eltolás folytonos, azaz limh→0 ‖f(x)− f(x+ h)‖1 = 0.

8.6. Legyen f(x) = χ(0,∞), g(x) = ⌈x⌉. Határozzuk meg a µf , µg Lebesgue-Stieltjes mértékeket!

8.7. Legyen f : I → R szigorúan monoton növ®, folytonos függvény. Bizonyítsd be, hogy tetsz®leges

H ⊂ I-re µf(H) = λ
(

f(h)
)

. Mutasd meg, hogy H akkor és sak akkor µf -mérhet®, ha f(H) Lebesgue-

mérhet®.

8.8. (a) Igazoljuk, hogy ha µ mérték egy σ-gy¶r¶n, akkor a σ-véges halmazok σ-gy¶r¶t alkotnak.

(b) Milyen σ-algebrát generálnak a σ-véges halmazok?

8.9. Legyen A ⊂ R. Mi a kapsolat az alábbi két állítás között?

(a) λ(A) = 0 (b) A minden részhalmaza Lebesgue-mérhet®

8.10. (a) Az A ⊂ R halmaz minden intervallumot jól vág ketté (a Lebesgue küls® mérték szerint). Igaz-e,

hogy A mérhet®?

(b) Az A ⊂ R halmaz minden egység hosszú intervallumot jól vág ketté (a Lebesgue küls® mérték

szerint). Igaz-e, hogy A mérhet®?

Szorgalmi (írásban beadható, Pedál Medál Pirospontra beváltható) feladat

PM8.1. Tegyük fel, hogy A ⊂ [0, 1] Lebesgue-mérhet®, és valahányszor x, y ∈ [0, 1] számok tizedesjegyei

véges sok kivétellel megegyeznek, akkor x és y egyszerre eleme vagy nem eleme A-nak. Igazoljuk, hogy

λ(A) = 0 vagy λ(A) = 1.
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