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1. eloadas, 2018. szept. 10.

[LTS2, 9-12. o]

https://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/20180sz-an3/An3_01_normak.pdf

Norma, metrika, euklideszi tdvolsag RP-ben. A ||.||, (¢ > 1) és ||.|| normak. Holder- és Minkowski
egyenlGtlenség. Nyilt és zart gombok. Konvergens pontsorozat. Ekvivalens atfogalmazasok: a, — b <
VeVSK a, € B(b,e) < |a, —b] — 0. Véges sok elem hozzdadésa, elhagydsa, a sorozat atrendezése, az
elemek véges sokszori ismétlése nem véltoztatja meg a konvergenciat. Konvergens sorozat részsorozata is
ugyanoda tart. a, — b akkor és csak akkor, ha minden i =1,2,...,pesetén a,; — b;. Linearitas. Korlatos
sorozatok. Cauchy-tulajdonsag. Az (RP,|.|) tér teljes. Bolzano-Weierstrass tétel. RP-ben barmely ||.||
norma ekvivalens az |.| normaval, azaz vannak olyan K;, Ky > 0 konstansok, hogy Kj|a| < [|a|| < Ks|al.
(Az alsé becslés bizonyitasa holnapra maradt.) Kovetkezmény: a konvergencia fogalma nem fligg attdl,
hogy melyik normat hasznaljuk.

2. eléadas, 2018. szept. 11.

[LTS2, 13-21. o/]

Végtelen dimenziéban az Osszes norma ekvivalencidja nem igaz, példaul a C([0,1]) térben | f|; =
fol z|f(z)| dz és || f||2 fol(l — x)|f(z)| dz két olyen norma, amelyeknek az ardnya sem alulrél, sem feliilr6l
nem korldtos (biz. nélkiil) Halmaz belsé pontja, kiils6 pontja, hatdrpontja, belseje, kiilseje, hatara, nyilt
halmaz, zart halmaz, nyilt és zart halmazok komplementuma, unidja és metszete, halmaz lezartja, torlédési
pont, izolalt pont, derivalt halmaz. A bels6/kiils6 pont, nyilt halmaz stb. nem fiigg attdl, hogy melyik
normat haszndljuk.

Osszefiiggéség és {v /utszerii Osszefliggdség. Bebizonyituttk, hogy ha egy halmaz {v/ttszeriien &f, akkor
of. A visszafelé iranytél elmondtam a hegymaszds feladatot, és a valaszt is elarultam. Bebizonyitotuk,
hogy minden nyilt halmaz olyan nyilt komponensekre bomlik, amelyekben barely két pont 6sszekotheto
torottvonallal. Ha egy hamaz o6f és nyilt, akkor barmley két pontja Osszekothetd torottvonallal. RP
Osszefiiggd, mert ivszertien 0f; ebbol kovetkezik, hogy az ores hakmazon és az egész téren kiviil nincs méas
halmaz, ami egyszerre nyilt és zart is.

3. el6adas, 2018. szept. 17.

[LTS2, 18,22-24. o.]

Elmondtam a hegymaszds feladat hibds biznyitasat és az ellenpéldat, hogy keressék meg a hibat.

Ujra definidltam az Osszefiiggdséget, mert a multkor kimaradt a "relativ”’ nyiltsag.

Def: tartomény; nyilt halmaz stirti részhalmazai. Egy halmaz akkor és csak akkor zart, ha az elemeibol
képzett levo konvergens sorozatok limeszei is elemei.

Cantor metszettétel, Lindelof lemma. Egy K halmaz akkor és csak akkor kompakt, ha korlatos és zart.

Zart és kompakt halmaz tavlsdga pozitiv. Specidlisan, ha G nyilt és K egy kompakt része, akkor K és
G kiilseje kozott a tavolsag pozitiv.

Elkezdtiik a hatarértékekt. Definialtuk epszilon-deltaval és kornyezetekkel is egy fliggvény hatarértékét
egy torlédasi pontban egy halmazra szoritkozva. Példéanak az x?y/(x? + y?) és xy /(2 + y?) volt.


https://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/2018osz-an3/An3_01_normak.pdf

4. el6adas, 2018. szept. 18.

[LTS2, 28-36. o.]

https://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/20180sz-an3/An3_02_limsup.pdf

Definidltuk a végtelen hatarértéket. Bizonyitas néllkiil volt atviteli elv, hataratmenet, rendor-elvek,
miuveletek, linearitas.

Definaltuk a limszupot és liminfet, és bizonyitas nélkiil felirtuk, hogy ezek a legnagyobb és legkisebb
torlédasi értékek, liminf < limsup és akkor egyenld, ha van hatarérték, tovabba felirtuk a liminf-re és
lim sup-ra vonatkozé hataratmeneteket.

Ezutan megvolt a folytonossig definicidja, atviteli elv bizonyitas nélkiil, miveletek, beleértve a kom-
pozicidt is. Bizonyitassal volt Weierstrass és Heine.

(Kifelejtettem annak kimondését, hogy a polinomok és rac. tortfiiggvények folytonosak.)

5. el6adas, 2018. szept. 24.

[LTS2, 39-54. o.]

A koordinatafiiggvények, a polinomok és a rac. tortfiiggvények folytonosak.

Parcialis és irdnymenti derivaltak. Szélsoértékkeresés parcidlis derivéaltakkal.

p-valtozos fliggvény érintésikja. Differencidlhatosag. Ha f differencialhatéd a-ban, akkor folytonos a-
ban, parcialisan differencidlhaté a-ban, és a derivélt, mint lineéris fiiggvény, egyértelmii. Az f'(a), V f(a),
grad f(a) jelolések. Irdnymenti derivélt definicidja.

6. eléadas, 2018. szept. 25.

[LTS2, 48-56, 81-85. o.]

Az m;’i%g fiiggvény az origéban 0, minden irdnyban van irdnymenti derivaltja, de nem differencidlhato.
Ha f differencidlhato, akkor minden irdanyban differencidlhaté. Ha a egy kornyezetében f parcidlisan
differencialhato és a parcidlis derivaltak a-ban folytonosak, akkor f differencidalhaté a-ban. Minden polinom
és minden raciondlis tort differencialhaté. Lagrange-kozépértéktétel.

Vektorértékl fliggvények hatarértéke, folytonossaga. Kompakt halmaz folytonos képe kompakt. Ha
két kompakt halmaz kozotti bjiekcidé az egyik iranyban folytonos, akkor a mésik iranyban is folytonos.

Heine tétele vektorértéki fiiggvényekre.

7. eléadas, 2018. okt. 1.

Videé6 tavel6adas volt: https://www.youtube.com/watch?v=r2nQ87xP5rE

PDF: http://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/2018osz-an3/An3_03_VektorErtekuFvek.pdf

[LTS2, 81-94. o.]

Linearis leképezések, linearis leképezés normaja; tobbvaltozos, vektorértéki fliggvények differencidlasa,
Jacobi-matrix; differencalhatosag és folytonossag, parcialis differencialhatésag kapcsolata; differencidlasi
szabalyok, tobbvaltozos lancszabaly, lokalis inverz differencialésa.

8-9. elbadas, 2018. okt. 2-8.

Vide6 tavel6adas volt: https://www.youtube.com/watch?v=5HiQ1IkLhQI

PDF: http://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/20180osz-an3/An3_04_InvImplFv.pdf

[LTS2, 96-112. o.]

Lokalis injektivitas, lokalis sziirjektivitas, lokalis inverz 1étezése, impliciten megadott fiiggvény létezés
és differencialhatosaga, Lagrange multiplikator modszer.

A lok4lis sziirjektivitéas tételét az x — | f(x) —y|? paraméteres fiiggvény minimalizaldsaval bizonyitottuk
be. A Lagrange-féle multiplikdtor médszert sem a konyv szerint, hanem (kicsit erésebb feltétel mellett) a
lokalis sziirjektivitas tételébol vezettiik le. Ld. a PDF-et vagy a videot.


https://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/2018osz-an3/An3_02_limsup.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=r2nQ87xP5rE
http://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/2018osz-an3/An3_03_VektorErtekuFvek.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=5HiQlIkLhQI
http://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/2018osz-an3/An3_04_InvImplFv.pdf

10. eloadas, 2018. okt. 9.
11. el6adas, 2018. okt. 15.
12. el6adas, 2018. okt. 16.

Elkezdtiik a Jordan-mértéket; a "mértéktdl” elvarjuk, hogy pozitiv, additiv, egybevigdsag-invarians és
normalt legyen; az additivitasbol persze kovetkezik, hogy monoton is.

Definialtuk a Jordan-féle kiilsé és belsé mértéket és a kockazassal kaphato kiilso és bels6 kozelitéseket.
Bebizonyitottuk, hogy tengelyparhuzamos téglak esetén a kockés kozlitések a tégla éleinek szorzatahoz
tartanak.

13. eloadas, 2018. nov. 5.

Felépitettiik a Jordan-mértéket. Csak vazlatosan mondtam el, hogy a Jordan-mérheté halnazok gytirtijén
a J-mérték a egyetlen pozitiv, additiv, eltolasinvarians normalt fiigvényt. Azt, hogy a korlatos, konvex
halmazok mérhetéek, nem biznyitottuk.

14. el6adas, 2018. nov. 12.

Mérték kiszamitasa a szeletek integraljaként, kup és gomb térfogata, lin.transzforméciok, Cantor-halmaz,
kovér Cantor halmaz, Sierpinski.szonyeg.

15. eloadas, 2018. nov. 13.
16. eloadas, 2018. nov. 19.

Felépitettiik a Jordan-mérték szerinti also, fels6 és az integralt, és az integralhato fliggvényeket.

17. eléadas, 2018. nov. 20.

Szukcessziv integralas, int.transzformacio, polarkoordinatas helyettesités sikban. Polarkkordinatas példédkra
nem maradt ido, csak a kor teriiletét szamoltuk ki.

18. eloadas, 2018. nov. 26.

Befejeztiik a poldrkoordindtdkat, kiszamoltuk az e=*"/2 integraljat a szémegyenesen. [LTS2, 166-167. o.]
Elkezdtiik a paraméteres integrdlokat. Felirtam a Gamma- és a Béta-fliggvényt, kiszamoltuk I'(1)-et
és levezettitk a sI'(s) = I'(s + 1) fliggvényegyenletet. A Béta-fiiggvényre bizonyitds nélkiil felirtam, hogy
Blu,v) = T(u)T (v)/T(u +v).
Megvoltak a Jordan-mérhetd halmazon vett paraméteres integrélok: F(t) = [, f « f(t,x)dx, ezek folyto-
nossaga, 1ntegralasa és differencidldasa. Definidltuk az improprius parameteres mtegralok egyenetes kon-
vergenciajat (F f 7 f(t, x)dx), megvolt az ilyenek folytonossdga és integraldsa. [LTS2, 358-366. o.]

19. eléadas, 2018. nov. 27.

Improprius parameteres integrélok differencidldsa, Wieirstrass tétel (domindlt konvergencia), és a Gamma-
fliggvény derivéldsa. [LTS2, 366-370. o.]

Elkezdtiik a korldtos véltozdst fliggvényeket. [LTS1, 459-467. 0.] A konyvtdl kicsit eltérve definidltuk a
pozitiv és a negativ variaciét is. Bebizonyitottuk, hogy minden monoton és minden Lipschitz fiiggvény k.v.;
a x - sin(m/x) fliggvény folytonos, de nem k.v.; P(f;a,b]) + N(f;[a,b]) = V(f;]a,b]); P(f + g,[a,b]) <
P(f,[a,b]) + P(g,[a,0]), N(f + g,la,b]) < N(f,[a,0]) + N(g,[a,b]) é V(f +g,[a,b]) < V(f,[a,b]) +
V(Qa [a’a b])a P(fv [av b]) + P(fv [bv C]) = P(fv [avc])a N(fv [av b]) + N(fv [bv C]) = N(fv [avc]) és V(f7 [a’a b]) +
V(f,[b,c]) =V(f,|a,c]). Befejezés legkdzelebb.



20. eloadas, 2018. dec. 3.

Befejezziik a KV fliggvényeket, lényegében a konyv szerint. RS integralok: definicid, egyszerti példék,
kétféle linearitas, kettévaghatdsag. Csak kimondom, hogy f és g nem szakadhat ugyanazon a helyen; csak
1 konkrét példa lesz. Cauchy-kritértium; f folyt+g KV, f inthato és g’ inthaté.

21. eléadas, 2018. dec. 4.

Parcidlis integralas RS integralokkal. Alkalmazés: m(z) ~ x/logx akkor és csak akkor, ha ¥(z) ~ x.
Vonalintegralok. [LTS2, 177-184. o.] Skaldr- és vektormezdk. Vonalintegralok kiilonbozé tipusai,

definicid, atiras RS integralokkal. Folytonos fiiggvény rektifikdlhaté gorbén vett vonalintegraljai léteznek.

Kiszamitas, ha a gorbe folyt. diffthaté. Primitiv fliggvény és Newton-Leibniz formula, potencidlfiiggvény.

22. el6adas, 2018. dec. 10.

Zart gorbe defnicidja. Trivialis fels6 becslés a vonalintegral nagysagara.

Nyilt halmazon folytonos fiiggvénynek akkor és csak akkor létezik primitiv fiiggvénye, ha minden,
a halmazban levo folytonos, zart, rektifikalhaté gorbén, illetve minden zéart torottvonalon 0 a vonalin-
tegralja. Ha f : G — RP difthaté, akkor a primitiv fliggvény létezéséhez sziikséges, hogy a Jacobi-matrix
minden pontban szimmetrikus legyen (avagy, a "keresztbe vett” parcidlis derivaltak egyenldk, avagy f
"rotaciémentes” legyen).

Az (x;—ny, prew fiiggvény a globalias nem 1étez6 szog(x,y) fliggvény derivéltja, emiatt rotaciomentes,
de mincs a teljes R? \ {(0,0)} tartomanyon primitiv fiiggvénye.

Minden konstans vektormezénak van primitiv fiiggvénye, és minden Az linedrisnak is, ha A szimmet-
rikus.

Goursat-lemma valds vonalintegralokra. Konvex és csillagszeri tartomanyokon minden diffthato, rotaciomente
vektormezonek van primitiv fiiggvénye.

Az (ﬁ, %er? fliggvény vonalintegralja egy zart gorbén csak attél fiigg, hanyszor keriili meg a gorbe
az origot.

23. eléadas, 2018. dec. 11.

Homotoép gorbék. A vonalintegral azonos végpontu, zart, illetve nullhomotép gorbéken. Egyszeresen
Osszefiiggd tartomany. A primitiv fliggvény létezése egyszeresen Osszefiiggd tartomanyokon. Példak egy-
szeresen Osszefliggd és nem egyszeresen Osszefiiggd tartomanyokra, és olyan fiiggvényekre, amelyeknek
lokélisan 1étezik, de globalisan nem létezik primitiv fiiggvénye. Zart vezeté magneses orvényerdssége és a
Gauss-féle Osszekapcsolodasdi szam kapcsolata.



