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Részletes tételjegyzék

1. Pontsorozatok konvergenciaja

Lehetséges tavolsag definiciok RP-ben. Holder-eyenlétlenség. Minkowski-egyenlotlenség. RP, mint metrikus tér.
Nyilt és zart gombok. Pontsorozat konvergenciaja. A konvergencia ekvivalens atfogalmazdsai. Véges sok elem
hozzdadasa/elhagydsa nem véltoztatja meg a hatdrértéket. A hatdrérték egyértelmii. Konvergens sorozat részsorozata
is ugyanoda tart. Linearitds. Cauchy-kritérium. Teljes metrikus tér fogalma. Bolzano-Weierstrass tétel. A ||.||, és
[|-]|loc normék. Véges dimenziés terekben minden norma ekvivalens. [LTS2, 9-12. o.]; [KG1]

2. Ponthalmazok RP-ben

Halmaz belsé pontja, kiilso pontja, hatarpontja, belseje, kiilseje, hatara. Torlédasi pont, izolalt pont, derivalt
halmaz. Normafiiggetlenség. Nyilt halmaz, zart halmaz. Példék. Uni6, metszet. Halmaz lezértja. Osszefiiggdség.
Utszerti Osszefliggdség. RP-ben minden 0Osszefliggd nyilt halmaz dtszertien is Gsszefiiggd. Tartomany. Cantor tétele.
Kompaktsag. Lindelof-lemma. Borel tétele. Ponthalmazok tavolsidga. [LTS2, 13-24. o.]

3. Tobbvaltozés fiiggvények hatarértéke és folytonossaga.

RP — R fliggvények véges és végtelen hatarértéke valamilyen halmazra szoritkozva. A hatarérték egyértelmii.
Atviteli elv. Példék. Fiiggvény limesz szuperiora és limesz inferiora. Hataratmenetek, rendor-elv.

Folytonossag. Folytonossig és hatarérték kapcsolata. A folytonossédgra vonatkozé atviteli elv. Szekciéfiiggvények.
Folytonos fiiggvény szekcidfiiggvényei folytonosak. A kompozicié, Osszeg, szorzat, hanyados folytonossdga. Minden
polinom folytonos. Az elemi fiiggvények folytonosak. Weierstrass tétele. Egyenletes folytonossag. Heine tétele. [LTS2,
28-37. 0.]; [KG2]

4. R? — R fiuggvények differencialasa

Parcidlis differencidlhatésig. Irdnymenti derivélt. A parcidlis derivaltak viselkedése lokalis szélsGértékhelyeken.
Széls6értékkeresés kompakt halmazon. RP — R fliggvény differencidlhatdsaga. Erintésik. Osszehasonlitds az egy-
valtozos esettel. Ha egy fliggvény differencidlhaté, akkor parcidlisan is differencialhaté és folytonos. Példak arra, hogy
ezek nem megfordithatdak. [LTS2, 39-48. o.]

5. A derivalt és a parcialis derivaltak kapcsolata.
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A parcidlis derivaltak folytonossagdbdl kovetkezik a differencidlhatésig. Polinomok, raciondlis tort fiiggvények
és elemi fiiggvények differencidlhatésaga. Differencidlhaté fligvény minden irdnyban differencidlhaté. Az irdnymenti
derivalt kiszdmitdsa. Gradiens vektor. Lagrange-kozépértéktétel. [LT'S2, 48-56. o.]

6. RP — R? fiiggvények differencialasa

A linedris leképezés fogalma és alapvetd tulajdonsdgai: miiveletek, norma. A linedris leképezések normalt teret
alkotnak. Linedris leképezés reprezentalasa matrixszorzassal. Normalt valds térbol normalt valds vektortérbe képezd
fiiggvények differencialdsa. Véges dimenzidk esetén a definicié nem fligg a normétdl. A derivalt egyértelmii. RP — RY
fliggvény akkor és csak akkor differencidlhatd, ha koordinatanként differencialhaté. Jacobi-matrix, Jacobi determinéns.
Ha f differencidlhatd, akkor folytonos. Blokkmétrixok. A korabbi derivéltfogalmak Gsszehasonlitdsa. [LTS2, 81-89.
o.]; [KG3]

7. Differencialasi szabalyok

Differencidlési szabdlyok: f+g, cf, fog. Lancszabaly. |f|?, A- f(z), (f(x),g(x)) alaku kifejezések differencidldsa.
Inverz fiiggvény differencidldsa. [LTS2, 90-94. o.]; [KG3]

8. Lokalis injektivitas és lokalis sziirjektivitas
Elégséges feltételek a lokdlis injektivitdsra, lokalis sziirjektivitdsra és az inverz leképezés létezésére. A nyilt
leképezés tétele. [LTS2, 100-104. o.]; [KG4]

9. Inverz- és implicitfiiggvény tétel

Inverzfiiggvény-tétel. Implicitfiiggvény-tétel. Feltételes lokdlis széls6érték. Lagrange-féle multiplikdtormddszer.
[LTS2, 104-112. o.]; [KG4]

10. Magasabbrendii derivaltak

Magasabbrendii paricalis derivaltak. Tébbszoros differencidlhatésiag. A t6bbszords differencidlhatésag és a par-
cialis derivéltak differencidlhatésdganak kapcesolata. Polinomok, raciondlis tort fiiggvények és elemi fliggvények akar-
hényszoros differencidlhatésdga. Young tétele. A parcidlis derivalds sorrendjének felcserélhetésége.

A k-adik derivélt mind k-linedris forma és mint homogén k-adfokd polinom. [LTS2, 58-64. o.]

11. Taylor-polinomok

k-adik differencidl. Taylor-polinom. Az F(a + t(b — a)) fiiggvény k-adik derivéltjdnak felirdsa F' k-adik differen-
cidljaval. Tayklor-formula. A Taylor-polinom hibdjanak nagysdgrendje. [LTS2, 64-71. o.]

12. A masodik derivalt alkalmazasai

A masodik differencidl mint kvadratikus alak. Hesse-matrix. Lokélis szélséértékhelyek és a Hesse-matrix defi-
nitségének kapcsolata. Konvex és konkdv fiiggvények. Konvex nyilt halmazon értelemezett, kétszer differencidlhatd
fiigvény akkor és csak akkor konvex (konkav), ha a masodik differencidl minden pontban pozitiv (negativ) szemidefinit.
[LTS2, 72-77. 0]

13. Jordan-mérték

Jordan-féle kiilsé mérték, bels6 mérték és mérték. Tengelyparhuzamos téglik térfogata. A belsé és a kiils6
mérték ekvivalens definicidja a tér 1/n éli kockdkra bontdséval. A tengelypdrhuzamos téglak mérhetdk, és a mértékiik
megegyezik a térfogatukkal. A kiilso, illetve belsé mérték szubbadditivitidsa és szuperaditivitasa. A kiilsé mérték nem
kisebb, mint a bels6é mérték. Nullmértéki halmazok és tulajdonsigaik. Korldtos halmaz akkor és csak akkor mérhetd,
ha a hatédra nullmértékii. RP-beli kompakt halmazon folytonos fiiggvény grafikonja RP*!-ben nullmértékii. Minden
gbémb és minden poliéder mérhet8. Minden korldtos konvex halmaz mérhet6. (Az utébbira a csak bizonyitds vézlata.)
[LTS2, 115-122. o]

14. Jordan-mérhet6 halmazok

A Jordan-mérheté halmazok J halmazgyirtije. A Jordan-mérték az egyetlen J — R fiiggvény, ami pozitiv,
additiv, eltoldsinvaridns és normalt. Jordan-mérheté halmaz A-szorosdnak mértéke. Sikbeli haromszogek teriilete. A
Cantor-halmaz és a Sierpinski-szényeg mértéke. [LTS2, 122-129. o.]

15. A Jordan-mérték kiszamitasa



Jordan-mérhet6 halmaz tengelyirdnyt szeleteinek eggyel kisebb dimenziés kiilsé/bels6 mértéke Riemann-integ-
rédlhaté és az integraljuk megegyezik a halmaz térfogatdval. Altaldnos henger és kip térfogata. Gomb térfogata.
Paralelepipedon térfogata. Mérhet6 halmaz linedris transzformaéltjanak mérhet8sége és mértéke. [LTS2, 129-134. o.]

16. Jordan-mérték szerinti integral

Korlatos fiiggvények integraldsa Jordan-mérhetd halmazokon. Felosztds, finomitds, finomsag. Alsé és felsd 6szegek,
oszcillicios Osszegek. Alsé és fels6 integral. Integralhatdsag és dtfogalmazdsai. Integralhatdésdg részhalmazokon.
Integralhatdsdg egymdésba nem nyuldé halmazok uniéjan. Végtelenil finomodé felosztassorozathoz tartozd alsé és
felsé Osszegek az alsd, illetve a fels6 integralhoz tartanak. Ha a fliggvény integralhatd, akkor végteleniil finomodd
felosztassorozathoz tartozé integralkozelité Gszegek az integralhoz tartanak. Osszeg, konstansszoros, szorzat, hianyados
és Osszetett fliggvény integralhatsiga. Ha egy fliggvény korlatos és nullmértékii halmaztdl eltekintve folytonos, akkor
integrélhaté. Halmaz kiils§ és bels mértéke azonos a karakteriszikus fiiggvénye felsd, illetve alsé integraljdval. [LTS2,
149-155. o.]

17. A Jordan-mérték szerinti integral kiszamitasa

Mérhet6é halmazok szorzatédn vett integrédl felbontdsa az alsé és fels6 integrélok integraljava. A szukcessziv in-
tegrélds tétele. Az f(x)g(y) alaki fiiggvények integralhatésidga. A p-dimenzids gomb térfogata. Mérték- és in-
tegraltranszformdcié (bizonyitds nélkil). Poldrkoordindtds helyettesités. Az ffooo e~ /2y integral kiszamitasa.
[LTS2, 158-167. o.]

18. Paraméteres integralok

Paraméteres integralok. Elégséges feltételek a paraméteres integral folytonossagara, integralhatésédgéara és differen-
cialhatésdgara. Improprius paraméteres integralok. Egyenletes konvergencia. Weierstrass-kritérium. Improprius pa-
raméteres integralok folytonossaga, integralhatésaga és differencidlhatésdga. A I és a B-fiiggvény differencialhatosaga.
[LTS2, 358-369. o.]

19. Korlatos valtozasu fiiggvények

Mese a megtett utrol. Totalis variacio, pozitiv és negativ variacio. korldtos valtozasu fiiggvények. Minden monoton
és minden Lipschitz fiiggvény KV. Példa folytonos, de nem KV fiiggvényre. KV fliggvény minden részintervallumon
is KV. Additivitds. f : [a,b] — R akkor és csak akkor KV, ha két monoton fiiggvény kiilonbsége. Ha f : [a,]

differencidlhatd, és f’ integralhatd, akkor f KV, és V(f;[a,b]) = f: |f']. [LTS1, 459-464. o.]

20. Riemann-Stieltjes integral

Mese a munkérdl és a paraméteres sikgdrbe alatti teriiletr6l. A RS integral definiciéja. A Riemann-integral
specialis eset. Ha f-nek és g-nek van kozos szakadési helye, akkor fab f dg nem létezik. Példa olyan folyonos f,g

fiiggvényekre, amikor f; f dg nem létezik. Ha g szig.mon. nové és folytonos [a, b]-ben, akkor f; fdg = fgg((;)) fog.

Linearitds. Cauchy-kritérium. Ha a < b < ¢ és [ f dg létezik, akkor f:f dg+ [, f dg = [ f dg. Folytonos
fliggvény integralhatésdga KV fliggvény szerint. Atirds Riemann-integralld, ha az integrator differencialhaté. Parcialis
integralds. Osszegek atirasa RS integralla; az Abel-atrendezés és a parcidlis integralds kapcsolata. Szamelméleti
alkalmazasok. [LTS1, 468-476. o.]

21. Vonalintegralok

Gorbék. Folytonossag, differencidlhatésag, Lipschitz-tulajdonsag, stb. Gorbe hossza, rektifikalhatd gorbe. Atpara—
méterezés és megforditdas. Kettévaghatosiag. Egy gorbe akkor és csak akkor rektifikdlhatd, ha a koordinatafiiggvényei
korlatos valtozasuak. Fiiggetenség a paraméterezéstol, linearitas és additivitas. Atirdsok Riemann-Stieltjes, illetve
Riemann-integralla. Elégséges feltétel a vonalintegral 1étezésére. Differencialhaté gérbe hosszanak kiszdmitdsa. Az
integral kiszamitasa differencidlhaté gérbén. Trivialis fels6 becslés a vonalintegral nagysagara. Vonalintegralok. Tu-
lajdonsagok. Feltételek a létezésre. Atirds Riemann-integralld, ha az integrécidés ut differencidlhaté. [LTS2, 177-182.
o

22. Folytonos vektormez6 primitiv fiiggvénye

Newton-Leibniz formula valds vonalintegralokra. Konzervativ vektormezd, primitiv fiiggvény és potencialfiiggvény
fogalma. A primitiv fliggvény konstans erejéig egyértelmii. Ha G C RP Gsszefiiged nyilt, és f : G — RP folytonos, akkor
a kovetkez6k ekvivalensek: (a) f-nek létezik primitiv fiiggvénye; (b) f vonalintegralja nulla minden G-ben fekv§ zart,
folytonos, rektifikdlhat6 gorbén; (c) f vonalintegrdlja nulla minden G-ben fekvé zért téréttvonalon. [LTS2, 182-188.
0.



23. Differencialhaté vektormez6 primitiv fiiggvénye

Differencidlhaté f esetén a primitiv fiiggvény létezéséhez sziikséges, hogy f’ mindenhol szimmetrikus legyen. A
linedris leképezés primitiv fiiggvénye. Goursat-lemma valds vonalintegralokra. A primitiv fliggvény létezése konvex és
csillagszerti tartoményokon. [LTS2, 189-194. o.]

24. Homotdpia és vonalintegral

Homotép gorbék. A vonalintegral azonos végponti, zart, illetve nullhomotép gérbéken. Egyszeresen 6sszefiiggd
tartoméany. A primitiv fiiggvény létezése egyszeresen Osszefiiggd tartomanyokon. Példak egyszeresen Osszefiiggd és
nem egyszeresen Osszefliggd tartomanyokra, és olyan fiiggvényekre, amelyeknek lokélisan 1étezik, de globalisan nem

létezik primitiv fliggvénye. Zart vezetd magneses orvényerdssége és a Gauss-féle dsszekapcesolodasdi szam kapcsolata.
[LTS2, 194-198. o.], [KG5]
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