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1. Normak RP-ben

1.1. definicié. Az ||| : R? — R figguény "norma”, ha

o Barmely © € RP esetén ||z| > 0, és

|z|| = 0 akkor és csak akkor, ha x = 0.
e Bdrmely x,y € R? esetén ||z + y|| < ||z|| + [Jy]|.

o Bdrmely x € RP vektor és c € R esetén ||cz|| = |c| - ||z]|.

1.2. definicié. 0 < g < oo és x € RP esetén legyen

1/
||$||q = (|x1|p +.o+ |xp|q) !

és legyen
|z ||co = max |z;].

Vegyiik észre, hogy ||z||2 = |z| és ||2]|occ = limyeo [|2]|4-

1.3. tétel (Holder-egyenlétlenség). Ha 1 < g,r < oo és % + % = 1, akkor tetszbleges ay,...,a, €s
bi,...,b, szdmokra

1/r

1/ r
lallg - 18ll: = (lax|” + - -+ lapl®) ™ - (o] + -+ [0]") " = Janbi| + . + [ayby .

Bizonyitas. Ha a vagy b a nullvektor, akkor mindkét oldal 0, és kész.
Ha ¢ =1 és r = oo, akkor trivi:

B.O. = (Jai| + ...+ |ay|) - max |b;| > J.O.

Marad az, ha 1 < q,r < 0o és egyik vektor sem 0.

Az egyenlGtlenség homogén; az a és a b vektort is végigoszthatjuk egy-egy szammal, és ekvivalens
allitast kapunk. Tehat feltételezhetjiik, hogy |lal, = 1 és [|b]|, = 1. Irjuk fel a silyozott szémtani-mértanit
az |a;|? és |b;|" szdmokra 1/q és 1/r silyokkal:

r_ 1 1
|aibi| — (|ai|q)1/fI(|bi|r)1/ < —|(li|q + _|bi|r;
q r
0sszegezve

1 1 o1 1
D laibil < =3 el + STl = = 1= Jally - ol

1.4. tétel (Minkowski-egyenl6tlenség). Ha 1 < ¢ < oo és a,b € RP, akkor

la =+ 0lly < llally + [bllg-



Bizonyitas. Ha ¢ = oo, akkor trivi:
|la + b||oo = max |a; + b;| < max (|ai| + \bl|) < max |a;| + max |b;| = ||a]|co + ||| co-

Ha ¢ = 1, akkor is trivi:

la+bllh =) Jai+ b <> (las| + [b:l) = llally + [[B]]1.

Ha a + b = 0, akkor is trivi.
Marad az, ha 1 < g < oo és a+b+# 0. Legyen r = q%l a q konjugalt kitevdpdrja, amelyre % + % =1.

Hélder 2x
<

la+ bl = "lai +b:l* = (lai +bil - las + bl ) < Jasl - Jai + bl 7 + Y |bil - |a; + bil 7
/ /T / /T
< (S harte) " (St nd) "+ (S 0l) (S e b)) = (lally + 10ll) - lla bl

Végil leosztjunk.

1.5. k6évetkezmény. A Minkowski-egyenldtlenség szerint ||.||, norma minden 1 < ¢ < oo esetén.

1.6. megjegyzés. 0 < ¢ < 1 esetén de nem igaz a hdromszog-egyenlétlenség; pl. 2-dimenzicban ||(1,1)||, =
219 > 2 = |(1,0)/[s + 10, D}

1.7. tétel. Barmely ||.|| normdhoz léteznek olyan Ky, Ko > 0 szdamok, hogy bdrmely x € RP vektorra

Kol < |l2l] < Kalal.
Bizonyitas. A fels6 becslés: legyenek a koordinata-egységvektorok ey, ..., e,. Ekkor

2]l = llzrer + .+ wpepl| < llmrenll + -+ llapepll = o] - fleall + . 4[] - [lep]| <
<lal-lleall + .+ lz] - llepll = (llexll + - + llepl) - 1,

Tehat példaul Ky = |le1]| + ... + |lep|| megfelels.

Az alsé becsléshez tegyiik fel indirekt, hogy nincs ilyen K. Ezek szerint minden pozitiv egészre
K, = % nem jo6, vagyis van olyan z,, vektor, amelyre ||z, || < %|J:n| Az x,, nem lehet a nullvektor, és igy a
skalazhat6sag miatt felthetjik, hogy |z,| = 1.

Az Bolzano-Weierstrass tétel miatt a korlatos z, sorozatnak van egy konvergens z,, részsorozata.
Ennek limesze legyen c¢. A részsorozat koordinatanként c-hez tart; az abszolutérték definicidja miatt
lc| = lim |z, | = 1. A lényeg, hogy ¢ nem lehet a nullvektor, ezért a normdja szigortan pozitiv: |c| > 0.

A részsorozatban |z, —c| — 0. A mar bizonyitott felsé becslés szerint 0 < ||z, — c|| < Ks|x,, —c|; a
renddr-elv miatt ||z, — c|| — 0. Ezek utén

1
0 < lell < lzn [l + lle = @, || < — + Kofe = 20, | = 0,
k
ellentmondés.

1.8. k6évetkezmény. A pontsorozatok konvergencidja, belsd/kiilsé/hatdarpont, a nyilt/zdrt halmaz tulaj-
donsag nem figg attol, hogy melyik normdt haszndaljuk. Bdrmelyik normdt is haszndljuk, ugyazok a soro-
zatok lesznek konvergensek, és ugyanazok a halmazok lesznek nyiltak vagy éppen zdrtak.
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