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2. Tobbvaltozoés fiiggvények alsé és fels6 hatarértéke

2.1. definici6. Legyen A C RP, a az A halmaz torléddsi pontja, és [ olyan p-vdltozds, valds értéki
figgvény, ami valamilyen r > 0 esetén értelmes a B(a,ro) N A halmazon.
Az f fiigguény felsd hatarértéke avagy limesz szuperiora az a pontban, az A halmazra szoritkozva

lirgr%s;p f(z) = 1571}11 f(z) = rl_i)r(lglJr sup f(B(a, )N A) = irr;f sup f(B(a, )N A).

Megjegyzés. A B(a,r) N A biztosan nem tres, mert a torléddsi pont. Nagyobb r-hez bévebb B(a,r) N A
és f(B(a, r) N A) halmazt kapunk, ezért az r — f(B(a, r) N A) fiiggvény (nem szig.) monoton névekvd.
Az értéke (a szuprémum) +oo is lehetm de ettél még tudunk hatdrértlket venni. A monotonitds miatt a
hatdrérték eqyenld az infimummoal.

Az [ fiigguény also hatarértéke avagy limesz inferiora az a pontban, az A halmazra szoritkozva

liminf f(z) = l;_rzlf(x) = lim inff(B(a, )N A) = s:1>p inff(B(a, r) N A).

oA r—0+

2.2. lemma.

la. Halimsup f > o, akkor Vr > 0 3z € B(a,r) f(z) > a.
a,A

1b. Ha limsup f < B, akkor 3r >0 Vz € B(a,r) f(x) < .
a,A

2a. Ha lim}xnff > a, akkor 3r >0 Yz € B(a,r) f(z) > a.
2b. Ha limjlnff < B, akkor¥r > 0 3z € B(a,r) f(z) < §.

Bizonyitas. la: inf sup f(B(a) N A) > «, tehat barmely r > 0 esetén sup f(B(a) N A) > a.
1b: inf sup f(B(a) N A) < 3, tehat van olyan r > 0, amire sup f(B(a) N A) < p.
2a,2b ugyanugy.

2.3. tétel. lim}lnff < limsup f, és
a, a,A
limjlnff = limsup f = « akkor és csak akkor, ha lir1141f =a.
a, a,A a,
Az a = £o0o eseteket gy is lehet irni hogy

° hIEf = +o0 akkor és csak akkor, ha limj‘nff = +00;

° lirfrllf = —o0 akkor és csak akkor, ha limsup f = —oo.
a, a,A



Bizonyitas. Az els6 allitas trivi az 2.1. definiciébol: inf f(B(a, )N A) < sup f<B(a, r)N A), majd
r — 0+ hataratmenet.

1. eset: @ = —o0. Az . lemma matt ha limsup f = —oo, akkor minden K szamhoz van olyan r > 0,
a,A

hogy « € B(a,r) N A esetén f(z) < K. Ez pedig éppen annak definiciéja, hogy lir;llf = —00.

Megforditva, ha liI}‘lf = —o0, akkor minden K szdmhoz van olyan r > 0, hogy = € B(a,r) NnA
esetén f(r) < K. Ekkor viszont limsup f < sup f(B(a,7) N A) < K. Ez minden K szdmra igaz, tehat
a,A
limsup f = —o0.
a,A

2. eset: a = +o00. ugyanugy, mint az 1. esetben.
3. eset: a véges.
Haliminf f = limsup f = «, akkor az . lemma matt minden € > 0-hoz van olyan r; és ry, hogy barmely

a, a,A
z € B(a,r) N A esetén f(z) > a —e > 0, illetve barmely = € B(a, ;) N A esetén flz) <a+e>0.
Vegyiik a két sugar koziil a kisebbet: legyen 6 = min(ry,79). Ekkor tehét barmely = € B(a,d) N A esetén
a—e< f(xr) < a+e>0; ez viszont éppen annak a definicidja, hogy lir;llf = .
Megforditva, ha lim f = «, akkor barmely ¢ > 0-hoz van olyan r > 0, hogy = € B(a,5) N A esetén

a,A

a—e < f(x) < a+e > 0; ekkor viszont

o —e < inf f(B(a,) < lim}lnff < limsup f < sup f(B(a,8) < a +e¢.
a, a,A

Tehat

Ve >0 a—eﬁliminffﬁlimsupfﬁa—%a
a, a,A

2.4. tétel. Legyen
L={limf(z,): 2, € A xy # a,x, = a} C [—00,+0x].
Ekkor limsup f(z) = max L és liminf f(z) = min L.

ﬁg’;{ acA

Bizonyitas. Elég a limsupra.
El6szor azt igazoljuk, hogy limsup f € L.
a,A
1. eset: limsup f = b véges. Minden pozitiv egész n-hez vegyiink egy olyan x, pontot, amelyre
a,A

Ty € B(a,%) NAé b—2L < f(z,) < b+ L. llyen létezik, mert a 2. Lemma 1b miatt minden elég
kozeli pontban f(z,) < b+ %, és a 2. Lemma la miatt az elég kozeliek kozott van olyan pont, amelyre
f(xn) > b— + is igaz. A rendér-elv miatt f(z,) — b, igy b € L.

2. eset: limsup f = 400 véges. Minden pozitiv egész n-hez vegyiink egy olyan z, pontot, amelyre

a,A
2, € Bla, )N Aés f(z,) > n.
3. eset: limsup f = —oo véges. Minden pozitiv egész n-hez vegyiink egy olyan z, pontot, amelyre
a,A

z, € B(a, LINAés f(z,) < —n.
Masodszor, az kell, hogy L-nek nincs limsup f-nél nagyobb eleme. Tegyiik fel indirekt, hogy mégis

a

van egy [ € L, amire § > limsup f. A ﬁ—hoz van egy x, € A sorozat, amely a-hoz tart, x, # a és
a,A

f(z,) — B. Vegyiink még egy ¢ szédmot, amire limsup f < ¢ < 5. A lemma 1b szerint van olyan r > 0,
a,A

hogy = € B (a,7) N A esetén f(x) < c. Mivel z,, — a, véges sok kivétellel minden z,, ilyen. Tehét véges
sok kkivétellel f(z,) < ¢, de ez ellentmond annak, hogy f(x,) a c-nél nagyobb -hoz tart.



2.5. kovetkezmény (atviteli elv). lirfrllf = « akkor és csak akkor, ha bdrmely x, € A\ {a} sorozatra,

ha ., — a, akkor f(z,) — a.

2.6. tétel (hataratmenet). Ha valamilyenr > 0-re z € B(a.r)NA esetén f(x) < g(z), akkor lim}xnff <

liminf g, és limsup f < limsupg.
a,A a,A a,A

Bizonyitas. Az 2.1. definiciébdl trividlis.

2.7. kovetkezmény (renddr- és honvéd/csész-elvek).
(a) Ha a B(a,r)N A halmazon f < g <h és lirilf = lirilh = ¢, akkor lirilg =c.
(b) Ha a B(a,r) N A halmazon f < g és lirilf = 00, akkor lirilg = 0.

(¢ Ha a B(a,7) N A halmazon f < g és lirglg = —o0, akkor lirilf = —00.
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