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Linearis R° — RY leképezések

A € Hom(RP,RY); A(c-x)=c-A(x); Ax+y)=AX)+A(y)

Reprezentacié matrixszorzassal

X1
E1(X) a1 a2 a3 ... ap X
A(X) B £2(X) B do{ doo do3 ... a2p X — Ax
axp

DEF. Linearis leképezés vagy matrix normaja:
Al = sup {|Ax| - x| =1} = max {|Ax| - x| =1}

Trivi. Tetsz. x vektorra |Ax| < ||A]| - | x|
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Linearis R° — RY leképezések

Tétel. A matrixnorma tényleg norma:
|A| >0¢és||[A|l=0 < A=0
- All = || - | Al
IA+ Bl < [|A]l + [|BI.
Biz. Az els harom trivialis.
Haromsz6g-egyenlotlenség: Barmely x € RP egységvektorra

(A + B)x| < |Ax| + |Bx| < [|A| +[|B]
Tehat
|4+ Bl =sup {|(A+B)x|: x| =1} < || +|B].
A Hom(IRP, R9) tér a matrixnormaval egy normalt lineéris tér.

(Igazabdl barmelyik normat hasznalhatnank, csak ezzel kdnny
lesz szamolni.)
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A € Hom(RP, RY) linearis leképezés, amelyre

f(x) —f(a) — A(x — a)

(a) Jm, Ix — & = 0q
(b) Valamilyen vektorértékl «(x) flggvénnyel

f(x) = f(a) + A(x — a) + e(x)|x — a, )!iLnas(x) =0q

(c) Valamilyen vektorértéki «(x) figgvénnyel

f(x) = f(a)+A(x—a)+e(x)|x—al|, e folytonos a-ban és ¢(a) = 04
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Soronként irva,

fi(x) fi(a) + l1(x —a) +e1(x) - [x — &
R(x)| _ [ 2(a)+La(x—a) +e2(x) [x -4
) \fa(@) + folx — a) + cq(x)-1x —

f differencialhato

<= az ¢ vektorfuggvény folytonos a-ban és ¢(a) = 04

<= mindegyik ¢; fliggvény folytonos a-ban és ¢;(a) = 0

<= mindegyik f; differencialhato, és a derivaltja az ¢; linearis
faggvény.

A szamertékd fliggvenyeknél lattuk, hogy az /;(x) linearis
flggvény egyértelm(, és az egyitthatéi (ha tetszik, koordinatai)
az f; fuggveny parcialis derivaltjai az a pontban:

f/(X) = Dy zj(a) - X1+ Dgl;(a) - Xo + -+ -+ Dp)j(a) - Xp-
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Differencialhatésag
Ezek utan az A € Hom(RP, R9) linearis leképezés egyértelm,

€s a matrixa
D1 f1 (a) D2f1 (a) e Dpf1 (a) grad f1 (a)
D, fg(a) Do fg(a) R Dpfg(a) grad fg(a)

DEF. Neve: az f leképezés a pontbeli Jacobi-matrixa; jele Jf(a).

A most mér egyértelml A(x) leképezést hivjuk az f leképezés
a-beli derivaltjanak, és jeldlhetjik igy: f'(a) = A € Hom(RP, R9).
A definiciéba beirva ezt a jeldlést,

f(x)=f(a)+ f(a)(x — a) +(x)-|x — al.

Ezek utan a p-valtozos f’ derivalt leképezés hova is képez?
Hat a p - g dimenziés Hom(RP, RY) vektortérbe...
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Ha valaki szereti a vektor magicet, a Jacobi-matrixot ilyen
vicces szorzat alakokban is irhatja:

grad f1(a) fi(a) fi(a)

grad f2 (a) fg(a) fg(a)

:grad- . = (D1 D2 Dp)

erad f,(a) f,(a) f,(a)
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Tétel. Ha az f fliggvény differencialhat6é az a pontban, akkor f
folytonos a-ban.

Tétel. Ha az f fliggvény differencialhat6é az a pontban, akkor f
mindegyik f; koordinatafiiggvényének mindegyik valtozo
szerinti parcidlis derivaltja létezik és véges az a pontban.

Tétel. Ha az a pont egy kérnyezetében az f mindegyik f;
koordinatafliggvénye parcialisan differencialhatd, és mindegyik
D;f; parcilis derivalt folytonos az a pontban, akkor f
differencialhat6 a-ban.

DEF. Ha az a pont egy kérnyezetében az f minden pontban
differencialhat6, és mindegyik D;f; parciélis derivalt folytonos az
a pontban, akkor azt mondjuk, hogy f folytonosan
differencialhat6é az a pontban.

Avagy, a g x p-es matrix érték{ derivaltfliggvény akkor és csak akkor folyt.
a-ban, ha minden koordinatafiiggvénye, vagyis az 6sszes D;fi(x) folyt. a-ban.
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Példa. Legyen f(x,y) = (e*cosy, e*siny), ... pontosabban

(XN eXcosy
y) \esiny)

Dyfi(x,y) = e cosy; Dyfi(x,y) = —e*siny;

A parcialis derivaltak:

Dyfr(x,y) = € siny; Dyf(x,y) = e cosy.
A Jacobi-matrix az (§) pontban

J(3) = edcosb —e?sinb
b)  \ e?sinb e%cosb )’
A fliggvény derivéltja az (3) pontban az
f(@ . (%) edcosb-x — e?sinb-y
b) \y edsinb-x + edcosb-y

linearis leképezés.
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Ez a differencialhatésagfogalom kdzos altalanositasa a korabbi

derivaltfogalmaknak:

Ha f: R — R flggvény:

f'(x) egy szam (meredekség)
vagy R — R linearis fliggvény
vagy 1 x 1-es matrix

Ha f : R — RY gorbe:
(1)
fo(t)
g-dim. (oszlop)vektor

ha tetszik, R — RY lin. fv

fi(t) = (érintd)vektor;

Ha f : RP — R flggveény:

f'(a) egy R — R linearis
figgveény

vagy (Dif(a) Dof(a)), p-
dim. (gradiens)vektor

vagy p-dim. sorvektor

Ha f : RP — RY leképezés:
f'(a) egy RP — R linearis fv
Difi(a) Dofi(a)
vagy : :
Difq(a) Dpfe(a)
g X p-es matrix




Blokkmatrixok, parcialis derivaltak

J@(X,y):J

f

fr

g1

9s

(x1,...,xp’y1,...,yq):



Blokkmatrixok, parcialis derivaltak

fi
f _ fy _
J@(X,y)_J G <x1,...,xp‘y1,...,yq)_
gs
D)(1 f‘] e Dpr'I Dy1 f1 e qu f1
B Dy fr ... Dxfr Dy fr ... Dyt
D)(1 g1 [P Dng1 Dy1 g1 e D_ng1
Dy,9s ... Dx,09s Dy,9s ... Dy,gs



Blokkmatrixok, parcialis derivaltak

fi
f R B
J@(X,y)_J G <x1,...,xp‘y1,...,yq)_
s
D)(1 f‘] Dxpf‘] Dy1 f1 qu f1
| Dt Dyfi | Dyt Dyfr | (Dt | DyF)
Dy, g1 Dy, 94 Dy, g1 Dy, 91 \ng ’ Dyg /
Dy, 9s Dxp s Dy, gs D vq9s



Differencialasi szabalyok



Differencialasi szabalyok

Trivi. Legyen HC RP, f: H - R9% acintH. Haf: H — RY
differencialhat6é az a pontban és ¢ € R, akkor ¢ - f is
differencialhaté a-ban, és

(c-f)(a)=c-f(a).

Trivi. Ha f, g : H — RY differencialhat6 az a pontban, akkor
f + g is differencialhaté a-ban, és

(f+g)(a)="f(a)+d(a)



Differencialasi szabalyok

Trivi. Legyen HC RP, f: H - R9% acintH. Haf: H — RY
differencialhat6é az a pontban és ¢ € R, akkor ¢ - f is
differencialhaté a-ban, és

(c-f)(a)=c-f(a).

Trivi. Ha f, g : H — RY differencialhat6 az a pontban, akkor
f + g is differencialhaté a-ban, és

(f+g)(a)="f(a)+d(a)

(Trivi az e fliggvények folytonossagabdl.)



Differencialasi szabalyok / lancszabaly
R? R? R"

g

L

Tétel (Lancszabaly). Legyen a p-valtozés, R9-ba képezb g
fuggvény differencialhaté az a € RP pontban és g(a) = b € R9.
Tovabba legyen a g-valtozés, R'-be képezb f fliggvény
differencialhatd a b pontban. Ekkor a p-valtozés, R"-be képezd
f o g flggvény is differencialhaté az a pontban, és

(fog)(a)="r(b)od'(a)



Differencialasi szabalyok / lancszabaly
R? R? R"

g

L

Tétel (Lancszabaly). Legyen a p-valtozés, R9-ba képezb g
fuggvény differencialhaté az a € RP pontban és g(a) = b € R9.
Tovabba legyen a g-valtozés, R'-be képezb f fliggvény
differencialhatd a b pontban. Ekkor a p-valtozés, R"-be képezd
f o g flggvény is differencialhaté az a pontban, és

(fog)(a)=Tr(b)og'(a) =f(9(a)) o d'(a).



Differencialasi szabalyok / lancszabaly
R? R? R"

g

L

Tétel (Lancszabaly). Legyen a p-valtozés, R9-ba képezb g
fuggvény differencialhaté az a € RP pontban és g(a) = b € R9.
Tovabba legyen a g-valtozés, R'-be képezb f fliggvény
differencialhatd a b pontban. Ekkor a p-valtozés, R"-be képezd
f o g flggvény is differencialhaté az a pontban, és

(fog)(a)=Tr(b)og'(a) =f(9(a)) o d'(a).

Avagy Jacobi-matrixokkal

J( 0 g)(a) = JF(b)- Jg(a) = JI(g(a)) - Jo(a).
T e o



Differencialasi szabalyok / lancszabaly

Biz. Legyen
A=d(a), g(x)=g(a)+Ax-a)+e(x)x-al,
B=1(b), f(y)=1(b)+B(y—b)+n(y)ly—bl,

(e(x) folyt. a-ban, e(a) = 0g; n(y) folyt. b-ben, n(b) = 0,.)



Differencialasi szabalyok / lancszabaly

Biz. Legyen

A=d'(a), g(x)=g(a)+Ax—a)+e(x)|x—al,
B="f(b), f(y)= (b) + B(y — b) +n(y)ly — bl,

(e(x) folyt. a-ban, e(a) = 0g; n(y) folyt. b-ben, n(b) = 0,.)
RP BY BT
\{3& Q‘b *f(b)
. 9 L ye o~ f

Az f értelmes valamilyen B(b, r;) gémbben.

A g differencialhatd, ezért folytonos is a-ban, igy egy elég kis
B(a, r.) gdmbben g értelmes és g(x) € B(b, r1). Az rp-t
valasszuk olyan kicsinek, hogy x € B(a, r2) esetén |e(x)| < 1
legyen (ez jol fog jonni még).

Tehat a B(a, r.) gémbben f o g értelmes (ez is kell a
differencialhatésaghoz).



Differencialasi szabalyok / lancszabaly




Differencialasi szabalyok / lancszabaly

A B(a, ) gbmbben



Differencialasi szabalyok / lancszabaly

A B(a, ) gbmbben

9(x)—9g(a)| = |A(x—a)+e(x)|x—al| < |A(x—a)| + [e(x)|-|x—a| <



Differencialasi szabalyok / lancszabaly

A B(a, ) gbmbben

[9(x)—g(a)| = |[Ax-a)+e(x)Ix—al| < |A(x—a)| + |e(x)|-|x—a| <
<|All-Ix—al + 1-|x—al = (Al +1)|x —al.



Differencialasi szabalyok / lancszabaly
Mostantdl y = g(x).



Differencialasi szabalyok / lancszabaly
Mostantdl y = g(x). A B(a, r.) gbmbben

|#(g(x)) - (g(a)) — BA(x — a)| =



Differencialasi szabalyok / lancszabaly
Mostantdl y = g(x). A B(a, r.) gbmbben

|f(g(x)) — f(g(a)) — BA(x — a)| =
= |f(y) — f(b) — B(y — b) + B(y — b— A(x — a))| <



Differencialasi szabalyok / lancszabaly
Mostantdl y = g(x). A B(a, r.) gbmbben

|f(g(x)) — f(g(a)) — BA(x — a)| =
= |f(y) - f(b) — B(y — b) + B(y — b— A(x — a))| <

< |f(y) — f(b) = Bly = b)| + |B(g(x) — g(a) - A(x — a))| <



Differencialasi szabalyok / lancszabaly
Mostantdl y = g(x). A B(a, r.) gbmbben
|f(g(x)) — f(g(a)) — BA(x — a)| =
= |f(y) — f(b) - By — b)+B(y b— Ax — a))| <
) = f(b) = B(y = b)| + [B(g(x) - g(a) — Alx - a))| <
)| -1y = bl + |1B] - |9(x) g(a)—A(x—a)\ <

<|

fy
<



Differencialasi szabalyok / lancszabaly
Mostantdl y = g(x). A B(a, r.) gbmbben

|f(g(x)) — f(g(a)) — BA(x — a)| =
= |f(y) - f(b) — B(y — b) + B(y — b— A(x — a))| <
< [f(y) = f(b) = Bly = b)| + |B(9(x) — g(a) — A(x - @))| =

< [ny)|-ly = bl + [B] -|g(x) — g(a) — A(x — a)| <
<) (1Al +1)Ix —al + [IB] - [e(x)] - |x — al =



Differencialasi szabalyok / lancszabaly
Mostantdl y = g(x). A B(a, r.) gbmbben
|f(9(x)) — f(9(a)) — BA(x — a)| =
= |f(y) - f(b) — B(y — b) + B(y — b— A(x — a))| <
< |[f(y) — f(b) — B(y — b)| + |B(g(x) —g(a) — A(x — a))| <
< [n(y)|-ly — bl + Bl -|9(x) — g(a) — A(x — a)| <
<[] - (1A + 1) 1x = al + [|BI| - [e(x)| - |x — a| =
= (|n(@())| - (1A +1) + 1Bl |e()]) - |x — al.

Tehat

|f(g(x)) — f(g(a)) — BA(x — a)
X — a|

|f(9(x)) — f(g(a)) — BA(x — a)
x -4
(fo g)(x) = f(9(x)) differencialhat6é a-ban, és

(fog)(a)=BA=Tr(b)-g'(a).

Rendbr-elv miatt lim
X—a

< [n(g(x))[-(1Al1+1) + [1B]-|(x)]



Differencialasi szabalyok / 6sszetett fliggvény

Kov (0sszetett fliggveny differencialasi szabalya;
lancszabaly). Ha gy, ..., gq p-valtozos, szamértéki
fuggvények, differencialhatok az a € RP pontban, b; = gj(a),
tovabba a g-valtozos, szameértéki f fliggvény differencialhato a
(b1, ..., bq) pontban, akkor az F(x) = f(gi1(x), ..., gq(X))
flggvény is differencialhatd az a pontban, és a parcialis

derivaltjait igy irhatjuk fel:

OF 0y
if(b) - Digj(a) avagy Bix, Za—y/ 87)(1

T M-Q

Biz. Az el6z6 tétel specialis esete r = 1-re. Jacobi-matrixokkal
D1 g1 (a) c. ng1 (a)
grad F(a) = (D1f(b) ... Dgf(b)) : :
Ebbdl kell leolvasni az i-edik elemet, ami a grad f(b) vektor és a
Jg(a) Jacobi-matrix i-edik oszlopanak szorzata.



Differencialasi szabalyok / 6sszetett fliggvény
Példa. Legyen g(t) és h(t) két egyvaltozos, szamertéki
flggvény; mindkettd differencialhaté a t = a helyen, g(a) = b,
h(a) = c, tovabba legyen f(x, y) = x - y. A lancszabaly szerint
az f(g(t), h(t)) = g(t) - h(t) is differencialhatd az a helyen, és

(9-h)(a)



Differencialasi szabalyok / 6sszetett fliggvény
Példa. Legyen g(t) és h(t) két egyvaltozos, szamertéki
flggvény; mindkettd differencialhaté a t = a helyen, g(a) = b,
h(a) = c, tovabba legyen f(x, y) = x - y. A lancszabaly szerint
az f(g(t), h(t)) = g(t) - h(t) is differencialhatd az a helyen, és

(9-h)'(a) = Dif(b,c) - g'(a) + Daf(b, c) - H(t) =



Differencialasi szabalyok / 6sszetett fliggvény
Példa. Legyen g(t) és h(t) két egyvaltozos, szamertéki
flggvény; mindkettd differencialhaté a t = a helyen, g(a) = b,
h(a) = c, tovabba legyen f(x, y) = x - y. A lancszabaly szerint
az f(g(t), h(t)) = g(t) - h(t) is differencialhatd az a helyen, és

(9-h)'(a) = Dif(b,c) - g'(a) + Daf(b, c) - H(t) =

=c-g(a)+b-Ha)



Differencialasi szabalyok / 6sszetett fliggvény
Példa. Legyen g(t) és h(t) két egyvaltozos, szamertéki
flggvény; mindkettd differencialhaté a t = a helyen, g(a) = b,
h(a) = c, tovabba legyen f(x, y) = x - y. A lancszabaly szerint
az f(g(t), h(t)) = g(t) - h(t) is differencialhatd az a helyen, és

(9-h)'(a) = Dif(b,c) - g'(a) + Daf(b, c) - H(t) =

=c-g(a)+b-H(a)=h(a)-g(a)+9g(a) H(a)



Differencialasi szabalyok / 6sszetett fliggvény

Példa. Legyen g(t) és h(t) két egyvaltozds, szameértéeki
flggvény; mindkettd differencialhaté a t = a helyen, g(a) = b,
h(a) = c, tovabba legyen f(x, y) = x - y. A lancszabaly szerint
az f(g(t), h(t)) = g(t) - h(t) is differencialhatd az a helyen, és

(9-h)'(a) = Dif(b,c) - g'(a) + Daf(b, c) - H(t) =

=c-g'(a)+b-h(a)=h(a)-g'(a) +9(a) - H'(a).
Ugyanez hanyadossal: most f(x,y) = x/y és h(a) = ¢ # 0.



Differencialasi szabalyok / dsszetett figgvény
Példa. Legyen g(t) és h(t) két egyvaltozds, szameértéeki
flggvény; mindkettd differencialhaté a t = a helyen, g(a) = b,
h(a) = c, tovabba legyen f(x, y) = x - y. A lancszabaly szerint
az f(g(t), h(t)) = g(t) - h(t) is differencialhaté az a helyen, és

(9 hy(a) = Dif(b,c) - g'(a) + D2f(b,c) - H(t) =
=c-g'(a)+b-h(a)=h(a) g'(a) +g(a) H(a)
Ugyanez hanyadossal: most f(x,y) = x/y és h(a) = ¢ # 0.

(9/h)(a)



Differencialasi szabalyok / 6sszetett fliggvény
Példa. Legyen g(t) és h(t) két egyvaltozos, szamertéki
flggvény; mindkettd differencialhaté a t = a helyen, g(a) = b,
h(a) = c, tovabba legyen f(x, y) = x - y. A lancszabaly szerint
az f(g(t), h(t)) = g(t) - h(t) is differencialhatd az a helyen, és

(9-h)(a) = Dif(b,c)-g'(a
=c-g(a)+b-H(a)=h(a
Ugyanez hanyadossal: most f(x, y

(9/h)'(a) = Dif(b,c)-d'(a

+ D2f(b7 C) : h,(t) =

—

-g'(a)+9(a) - H(a).
=x/y és h(a)=c #0.

[

+ Df(b,c)- W (t) =



Differencialasi szabalyok / 6sszetett fliggvény
Példa. Legyen g(t) és h(t) két egyvaltozos, szamertéki
flggvény; mindkettd differencialhaté a t = a helyen, g(a) = b,
h(a) = c, tovabba legyen f(x, y) = x - y. A lancszabaly szerint
az f(g(t), h(t)) = g(t) - h(t) is differencialhatd az a helyen, és

(9-h)(a) = Dif(b,c)-g'(a
=c-g(a)+b-H(a)=h(a)-
Ugyanez hanyadossal: most f(x, y

g/hy(a) = Dif(b,c)-d'(a

~—

+ Dof(b,c) - H(t) =
-g'(a)+9(a) - H(a).
=x/y és h(a)=c #0.
+ Daf(b,c) - H(t) =

~—

[



Differencialasi szabalyok / 6sszetett fliggvény
Példa. Legyen g(t) és h(t) két egyvaltozos, szamertéki
flggvény; mindkettd differencialhaté a t = a helyen, g(a) = b,
h(a) = c, tovabba legyen f(x, y) = x - y. A lancszabaly szerint
az f(g(t), h(t)) = g(t) - h(t) is differencialhatd az a helyen, és

(9-h)(a) = Dif(b,c)-g'(a
=c-g(a)+b-H(a)=h(a)-
Ugyanez hanyadossal: most f(x, y

g/hy(a) = Dif(b,c)-d'(a

~—

+ Dof(b,c) - H(t) =
-g'(a)+9(a) - H(a).
=x/y és h(a)=c #0.
+ Daf(b,c) - H(t) =

ey 9@ e 19

~—

[




Differencialasi szabalyok / 6sszetett fliggvény

Példa. Legyen g(t) és h(t) két egyvaltozds, szameértéeki
flggvény; mindkettd differencialhaté a t = a helyen, g(a) = b,
h(a) = c, tovabba legyen f(x, y) = x - y. A lancszabaly szerint
az f(g(t), h(t)) = g(t) - h(t) is differencialhatd az a helyen, és

(9-h)'(a) = Dif(b,c)-g'(a
=c-g(a)+b-H(a)=h(a
Ugyanez hanyadossal: most f(x, y

(9/h)'(a) = Dif(b,c)-d'(a

Ld@r @) = g - 28 Ha)

+ D2f(b7 C) : h,(t) =

—

-g'(a)+9(a) - H(a).
=x/y és h(a)=c #0.

[

+ Daf(b,c) - H(t) =

Hazi feladat kiprébalni ugyanezt n-tényezés szorzattal és
hatvanyozassal is.



Differencialasi szabalyok / 6sszetett fliggvény

Példa. Legyen g(t) és h(t) két egyvaltozds, szameértéeki
flggvény; mindkettd differencialhaté a t = a helyen, g(a) = b,
h(a) = c, tovabba legyen f(x, y) = x - y. A lancszabaly szerint
az f(g(t), h(t)) = g(t) - h(t) is differencialhatd az a helyen, és

(9-h)'(a) = Dif(b,c)-g'(a
=c-g(a)+b-H(a)=h(a
Ugyanez hanyadossal: most f(x, y

(9/h)'(a) = Dif(b,c) d'(a

Ld@r @) = g - 28 Ha)

+ D2f(b7 C) : h,(t) =

—

-g'(a)+9(a) - H(a).
=x/y és h(a)=c #0.

[

+ Daf(b,c) - H(t) =

Hazi feladat kiprébalni ugyanezt n-tényezés szorzattal és
hatvanyozassal is.

Kov. Differencialhato fliggvények szorzata és hanyadosa is
differencialhatoé (mindenhol, ahol nem kell nullaval osztani.)



Differencialasi szabalyok / 6sszetett fliggvény

Példa. g p-valtozés, R9-ba képez. (|g|?) =?



Differencialasi szabalyok / 6sszetett fliggvény

Példa. g p-valtozés, R9-ba képez. (|g|?) =?

) =lyP=yi+...+y5



Differencialasi szabalyok / 6sszetett fliggvény

Példa. g p-valtozés, R9-ba képez. (|g|?) =?

) =lyP=yi+...+y5

f'(y) =2y'



Differencialasi szabalyok / 6sszetett fliggvény

Példa. g p-valtozés, R9-ba képez. (|g|?) =?

) =lyP=yi+...+y5
f'(y) =2y

(Ig?) =24" ¢



Differencialasi szabalyok / 6sszetett fliggvény

Példa. g p-valtozds, R9-ba képez, A € Hom(R9, R")



Differencialasi szabalyok / 6sszetett fliggvény

Példa. g p-valtozds, R9-ba képez, A € Hom(R9, R")

Aly)=A



Differencialasi szabalyok / 6sszetett fliggvény

Példa. g p-valtozds, R9-ba képez, A € Hom(R9, R")

Aly)=A (v.6. () =€ :0)



Differencialasi szabalyok / 6sszetett fliggvény

Példa. g p-valtozds, R9-ba képez, A € Hom(R9, R")
Aly)=A (v.6. (e¥) =& o)

(Ag(x)) = (A(9(x))) = Ao g'(x) = Ad'(x).



Differencialasi szabalyok / 6sszetett fliggvény

Példa. g p-valtozés, R9-ba képez, v € RY



Differencialasi szabalyok / 6sszetett fliggvény

Példa. g p-valtozés, R9-ba képez, v € RY

(v,y) =v!



Differencialasi szabalyok / 6sszetett fliggvény

Példa. g p-valtozés, R9-ba képez, v € RY
(v,y) =V

t

(v,9(x)) = vg'(x).



Differencialasi szabalyok / 6sszetett fliggvény

Példa. Most legyen g és h két, R9-ba képezb fuggveny, ami
differencialhat6 az a € RP pontban, és legyen

f(X1,..., Xg, Y15+, Yq) = X1¥1 + - - - + Xq¥q az R9-beli skalaris
szorzas.



Differencialasi szabalyok / 6sszetett fliggvény

Példa. Most legyen g és h két, R9-ba képezb fuggveny, ami
differencialhat6 az a € RP pontban, és legyen

f(X1,..., Xg, Y15+, Yq) = X1¥1 + - - - + Xq¥q az R9-beli skalaris
szorzas.

gradf = (y1,...,¥q, X1,-..,Xq)



Differencialasi szabalyok / 6sszetett fliggvény

Példa. Most legyen g és h két, R9-ba képezb fuggveny, ami
differencialhat6 az a € RP pontban, és legyen

f(X1,..., Xg, Y15+, Yq) = X1¥1 + - - - + Xq¥q az R9-beli skalaris
szorzas.

gradf = (y1,...,Yq, X1,---,%g) = (¥', x")



Differencialasi szabalyok / 6sszetett fliggvény

Példa. Most legyen g és h két, R9-ba képezb fuggveny, ami
differencialhat6 az a € RP pontban, és legyen

f(X1,..., Xg, Y15+, Yq) = X1¥1 + - - - + Xq¥q az R9-beli skalaris
szorzas.

gradf = (y1,...,Yq, X1,---,%g) = (¥', x")

(g.h) =h'g +g'H



Differencialasi szabalyok / 6sszetett fliggvény

Példa. Most legyen g és h két, R9-ba képezb fuggveny, ami
differencialhat6 az a € RP pontban, és legyen

f(X1,..., Xg, Y15+, Yq) = X1¥1 + - - - + Xq¥q az R9-beli skalaris
szorzas.

gradf = (y1,...,Yq, X1,---,%g) = (¥', x")

(g.h) =h'g +g'H
(Ha g egyvaltozos, akkor ... = (grad g, h) + (h, grad g).



Differencialasi szabalyok / inverz fliggvény

Tétel (inverz fliggveény differencialasi szabalya).



Differencialasi szabalyok / inverz fliggvény

Tétel (inverz fliggveény differencialasi szabalya).
Legyen f p-valtozés, RP-e képezbd leképezés, amely differencialhaté az a
pontban, f(a) = b € R” és f'(a) = A € Hom(RP, R) invertalhato.

/f\‘ y—b=A(x—a)
‘te b x—axA(y-b)
T g y.
TegyUk fel, hogy van egy szintén p-valtozoés, RP-be képezb g fliggvény, amely
folytonos b-ben, és b egy kérnyezetében f(g(y)) = y. Ekkor g
differencialhaté b-ben, és g’(b) = A~" avagy g'(f(a)) = (f'(a))~".



Differencialasi szabalyok / inverz fliggvény
Tétel (inverz fliggveény differencialasi szabalya).
Legyen f p-valtozés, RP-e képezbd leképezés, amely differencialhaté az a
pontban, f(a) = b € R” és f'(a) = A € Hom(RP, R) invertalhato.

/f\‘l Y- b~ A (X - a)
‘te b x—axA(y-b)
T g y.
TegyUk fel, hogy van egy szintén p-valtozoés, RP-be képezb g fliggvény, amely
folytonos b-ben, és b egy kérnyezetében f(g(y)) = y. Ekkor g
differencialhaté b-ben, és g’(b) = A~" avagy g'(f(a)) = (f'(a))~".
Biz. Végig y € B(b,r) és x = g(y) lesz.



Differencialasi szabalyok / inverz fliggvény

Tétel (inverz fliggveény differencialasi szabalya).
Legyen f p-valtozés, RP-e képezbd leképezés, amely differencialhaté az a
pontban, f(a) = b € R” és f'(a) = A € Hom(RP, R) invertalhato.

/f\‘l Y- b~ A (X - a)

‘te b x—axA(y-b)

T g y.
TegyUk fel, hogy van egy szintén p-valtozoés, RP-be képezb g fliggvény, amely
folytonos b-ben, és b egy kérnyezetében f(g(y)) = y. Ekkor g
differencialhaté b-ben, és g’(b) = A~" avagy g'(f(a)) = (f'(a))~".
Biz. Végig y € B(b,r) és x = g(y) lesz.

y —b=f(x) — (a)



Differencialasi szabalyok / inverz fliggvény

Tétel (inverz fliggveény differencialasi szabalya).
Legyen f p-valtozés, RP-e képezbd leképezés, amely differencialhaté az a
pontban, f(a) = b € R” és f'(a) = A € Hom(RP, R) invertalhato.

/f\‘l Y- b~ A (X - a)

‘te b x—axA(y-b)

T g y.
TegyUk fel, hogy van egy szintén p-valtozoés, RP-be képezb g fliggvény, amely
folytonos b-ben, és b egy kérnyezetében f(g(y)) = y. Ekkor g
differencialhaté b-ben, és g’(b) = A~" avagy g'(f(a)) = (f'(a))~".
Biz. Végig y € B(b,r) és x = g(y) lesz.

y—b="f(x)—f(a)=A(x —a)+e(x)|x—a



Differencialasi szabalyok / inverz fliggvény

Tétel (inverz fliggveény differencialasi szabalya).
Legyen f p-valtozés, RP-e képezbd leképezés, amely differencialhaté az a
pontban, f(a) = b € R” és f'(a) = A € Hom(RP, R) invertalhato.

/f\‘l Y- b~ A (X - a)

‘te b x—axA(y-b)

T g y.
TegyUk fel, hogy van egy szintén p-valtozoés, RP-be képezb g fliggvény, amely
folytonos b-ben, és b egy kérnyezetében f(g(y)) = y. Ekkor g
differencialhaté b-ben, és g’(b) = A~" avagy g'(f(a)) = (f'(a))~".
Biz. Végig y € B(b,r) és x = g(y) lesz.

y—b="f(x)—f(a)=A(x —a)+ex) |x—a
Al(y-b)=(x—a)+A 'e(x) |x—al.



Differencialasi szabalyok / inverz fliggvény

Tétel (inverz fliggveény differencialasi szabalya).
Legyen f p-valtozés, RP-e képezbd leképezés, amely differencialhaté az a
pontban, f(a) = b € R” és f'(a) = A € Hom(RP, R) invertalhato.

/f\‘l Y- b~ A (X - a)
‘te b x—axA(y-b)
T g y.
TegyUk fel, hogy van egy szintén p-valtozoés, RP-be képezb g fliggvény, amely
folytonos b-ben, és b egy kérnyezetében f(g(y)) = y. Ekkor g
differencialhaté b-ben, és g’(b) = A~" avagy g'(f(a)) = (f'(a))~".
Biz. Végig y € B(b,r) és x = g(y) lesz.
y—b="f(x)—f(a)=A(x —a)+ex) |x—a
Aly—b)=(x—a)+A 'e(x) - [x —al.
Az e(x) = (9)(y)) folytonos b-ben; ha |y — b| elég kicsi: |A~"|| - |e(x)| < 3



Differencialasi szabalyok / inverz fliggvény
Tétel (inverz fliggveény differencialasi szabalya).
Legyen f p-valtozés, RP-e képezbd leképezés, amely differencialhaté az a
pontban, f(a) = b € R” és f'(a) = A € Hom(RP, R) invertalhato.

/f\‘ y—-b=A(x-a)

‘te b x—axA(y-b)
T 9 y.

TegyUk fel, hogy van egy szintén p-valtozoés, RP-be képezb g fliggvény, amely
folytonos b-ben, és b egy kérnyezetében f(g(y)) = y. Ekkor g
differencialhaté b-ben, és g’(b) = A~" avagy g'(f(a)) = (f'(a))~".
Biz. Végig y € B(b,r) és x = g(y) lesz.

y—b="f(x)—f(a)=A(x —a)+ex) |x—a

Aly—b)=(x—a)+A 'e(x) - [x —al.

Az e(x) = (9)(y)) folytonos b-ben; ha |y — b| elég kicsi: |A~"|| - |e(x)| < 3
A7 (y=b)| = [x—al—-|A"=(x)|-1x—a = (1-[IA7"I-Ie()]) Ix—al > §Ix—a]



Differencialasi szabalyok / inverz fliggvény
Tétel (inverz fliggveény differencialasi szabalya).
Legyen f p-valtozés, RP-e képezbd leképezés, amely differencialhaté az a
pontban, f(a) = b € R” és f'(a) = A € Hom(RP, R) invertalhato.

/f\‘ y—-b=A(x-a)

‘te b x—axA(y-b)
T 9 y.

TegyUk fel, hogy van egy szintén p-valtozoés, RP-be képezb g fliggvény, amely
folytonos b-ben, és b egy kérnyezetében f(g(y)) = y. Ekkor g
differencialhaté b-ben, és g’(b) = A~" avagy g'(f(a)) = (f'(a))~".
Biz. Végig y € B(b,r) és x = g(y) lesz.

y—b="f(x)—f(a)=A(x —a)+ex) |x—a

Aly—b)=(x—a)+A 'e(x) - [x —al.

Az e(x) = (9)(y)) folytonos b-ben; ha |y — b| elég kicsi: |A~"|| - |e(x)| < 3
A7 (y=b)| = [x—al—-|A"=(x)|-1x—a = (1-[IA7"I-Ie()]) Ix—al > §Ix—a]

9(y)—9g(b)—A ' (y—b)|=|x—a-AT(y—b)|=|Ae(x)|- [x—al <



Differencialasi szabalyok / inverz fliggvény
Tétel (inverz fliggveény differencialasi szabalya).
Legyen f p-valtozés, RP-e képezbd leképezés, amely differencialhaté az a
pontban, f(a) = b € R” és f'(a) = A € Hom(RP, R) invertalhato.

/f\‘ y—-b=A(x-a)

‘te b x—axA(y-b)
T 9 y.

TegyUk fel, hogy van egy szintén p-valtozoés, RP-be képezb g fliggvény, amely
folytonos b-ben, és b egy kérnyezetében f(g(y)) = y. Ekkor g
differencialhaté b-ben, és g’(b) = A~" avagy g'(f(a)) = (f'(a))~".
Biz. Végig y € B(b,r) és x = g(y) lesz.
y—b="f(x)—f(a)=A(x —a)+ex) |x—a
Aly—b)=(x—a)+A 'e(x) - [x —al.

Az e(x) = (9)(y)) folytonos b-ben; ha |y — b| elég kicsi: |A~"|| - |e(x)| < 3
A7 (y=b)| = Ix=al=|A""e(x)|-[x—al = (1=IA"ls(x)]) Ix—al > }|x—a|

[90) —g(b) = Ay —b)| =[x —a—A"!(y ~b)| = [A"=(x)| - [x &l <
< AT ()] -2|A7 (y — b))



Differencialasi szabalyok / inverz fliggvény
Tétel (inverz fliggveény differencialasi szabalya).
Legyen f p-valtozés, RP-e képezbd leképezés, amely differencialhaté az a
pontban, f(a) = b € R” és f'(a) = A € Hom(RP, R) invertalhato.

/f\‘ y—-b=A(x-a)

‘te b x—axA(y-b)
T 9 y.

TegyUk fel, hogy van egy szintén p-valtozoés, RP-be képezb g fliggvény, amely
folytonos b-ben, és b egy kérnyezetében f(g(y)) = y. Ekkor g
differencialhaté b-ben, és g’(b) = A~" avagy g'(f(a)) = (f'(a))~".
Biz. Végig y € B(b,r) és x = g(y) lesz.
y—b="f(x)—f(a)=A(x —a)+ex) |x—a
Aly—b)=(x—a)+A 'e(x) - [x —al.

Az e(x) = (9)(y)) folytonos b-ben; ha |y — b| elég kicsi: |A~"|| - |e(x)| < 3
A7 (y=b)| = Ix=al=|A""e(x)|-[x—al = (1=IA"ls(x)]) Ix—al > }|x—a|

[90) —g(b) = Ay —b)| =[x —a— A"y —b)| = |4 =(x)| - [x —a| <
< AT [e(x)| - 2]A7 Ny = b)| < AT - [e(x)] - 2|A7"]| - |y — bl



Differencialasi szabalyok / inverz fliggvény
Tétel (inverz fliggveény differencialasi szabalya).
Legyen f p-valtozés, RP-e képezbd leképezés, amely differencialhaté az a
pontban, f(a) = b € R” és f'(a) = A € Hom(RP, R) invertalhato.

/f\‘ y—-b=A(x-a)

‘te b x—axA(y-b)
T 9 y.

TegyUk fel, hogy van egy szintén p-valtozoés, RP-be képezb g fliggvény, amely
folytonos b-ben, és b egy kérnyezetében f(g(y)) = y. Ekkor g
differencialhaté b-ben, és g’(b) = A~" avagy g'(f(a)) = (f'(a))~".
Biz. Végig y € B(b,r) és x = g(y) lesz.
y—b="f(x)—f(a)=A(x —a)+ex) |x—a
Aly—b)=(x—a)+A 'e(x) - [x —al.
Az e(x) = (9)(y)) folytonos b-ben; ha |y — b| elég kicsi: |A~"|| - |e(x)| < 3
A7 (y=b)| = Ix=al=|A""e(x)|-[x—al = (1=IA"ls(x)]) Ix—al > }|x—a|
[90) —g(b) = Ay —b)| =[x —a— A"y —b)| = |4 =(x)| - [x —a| <
< AT [e(x)| - 2]A7 Ny = b)| < AT - [e(x)] - 2|A7"]| - |y — bl
l9() — g(b) = A~ (y = b)
ly — bl

<2|A7Y* - |e(g(y))] — 0.



Differencialasi szabalyok / inverz fliggvény

"f egy p-valtozds, RP-e képezd leképezés, amely differencialhaté az a
pontban, f(a) = b € R” és f'(a) = A € Hom(RP, R) invertalhato.

Ha van egy szintén p-valtozés, RP-be képezb g fliggvény, amely folytonos
b-ben, és b egy kérnyezetében f(g(y)) = y..”



Differencialasi szabalyok / inverz fliggvény

"f egy p-valtozds, RP-e képezd leképezés, amely differencialhaté az a
pontban, f(a) = b € R” és f'(a) = A € Hom(RP, R) invertalhato.

Ha van egy szintén p-valtozés, RP-be képezb g fliggvény, amely folytonos
b-ben, és b egy kérnyezetében f(g(y)) = y..”

Kérdés. Hogyan lehet egyszeriien elddnteni, vagy tudunk-e ra
valami egyszer(i elégséges feltételt, hogy van-e ilyen lokalis
inverz g fliggvény?



Differencialasi szabalyok / inverz fliggvény

"f egy p-valtozds, RP-e képezd leképezés, amely differencialhaté az a
pontban, f(a) = b € R” és f'(a) = A € Hom(RP, R) invertalhato.

Ha van egy szintén p-valtozés, RP-be képezb g fliggvény, amely folytonos
b-ben, és b egy kérnyezetében f(g(y)) = y..”

Kérdés. Hogyan lehet egyszeriien elddnteni, vagy tudunk-e ra
valami egyszer(i elégséges feltételt, hogy van-e ilyen lokalis
inverz g fliggvény?

Errdl is lesz sz6 a kdvetkezd eléadason, vagyis holnap.



Differencialasi szabalyok / inverz fliggvény

"f egy p-valtozds, RP-e képezd leképezés, amely differencialhaté az a
pontban, f(a) = b € R” és f'(a) = A € Hom(RP, R) invertalhato.

Ha van egy szintén p-valtozés, RP-be képezb g fliggvény, amely folytonos
b-ben, és b egy kérnyezetében f(g(y)) = y..”

Kérdés. Hogyan lehet egyszeriien elddnteni, vagy tudunk-e ra
valami egyszer(i elégséges feltételt, hogy van-e ilyen lokalis
inverz g fliggvény?

Errdl is lesz sz6 a kdvetkezd eléadason, vagyis holnap.

folyt. kov.



