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Milyen tulajdonsagu legyen az f'(a) lineéaris leképezés?
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részmatrix determinansa nem 0
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> Ainjektiv <= A’ sziirjektiv
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Trivi. Ha A injektiv / szlrjektiv / invertalhatd, akkor az A egy kdrnyezetében
(ez a kdérnyezet a Hom(R”, RY) térnek része) minden leképezés injektiv /
szlrjektiv / invertalhatd.

Biz. Mindharom tulajdonsag azt mondja, hogy bizonyos részmatrixok kozl
valamelyiknek a determinansa nem 0.

A determinéans folytonos (mert rac. tort fliggvény), igy van az A-nak egy
kdérnyezete, ahol ugyanannak a részmatrixnak a determinansa nem 0.
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A folytonos differencialhatosagot is ki fogjuk kotni.
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akkor az a pontnak van egy olyan kérnyezete, ahol f injektiv.
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Lemma. Legyen H C R®, f: H — RY; az [a, b] szakasz része H-nek, a
szakasz pontjaiban f differencialhaté, és valamilyen M szammal ||f'|| < M.
Ekkor
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Biz. Ha f(a) = f(b), az allitas trivialis. A tovabbiabkan f(a) # f(b).
Legyen w = f(b) — f(a) és h(x) = (w, f(x)) >= w'f(x). Erre a fliggvényre
h(b) — h(a) = (w, f(b)) — (w, () = (w, (b) - f(a)) = |f(b) - f(a)[".
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az a pontnak van egy olyan kérnyezete, ahol f injektiv.
Biz. Legyen A = f'(a) € Hom(R?,RY), és m = min (|Ax| : |x| =1).
Ez létezik, mert az egységgdmbfelilet kompakt, és Ax folytonos. Az m nem
lehet 0, mert A injektiv. Tehat m > 0.



A lokalis injektivitas tétele, biz.
Tétel (lokalis injektivitas). Legyen H CRP, f: H - R9%, acintH. Haf: H — RY
folytonosan differencialhaté az a pontban, és az f/(a) linearis leképezés injektiv, akkor
az a pontnak van egy olyan kérnyezete, ahol f injektiv.
Biz. Legyen A = f'(a) € Hom(R?,RY), és m = min (|Ax| : |x| =1).
Ez létezik, mert az egységgdmbfelilet kompakt, és Ax folytonos. Az m nem
lehet 0, mert A injektiv. Tehat m > 0.

Barmely x vektor valamilyen e egységvektor | x|-szerese, igy



A lokalis injektivitas tétele, biz.
Tétel (lokalis injektivitas). Legyen H CRP, f: H - R9%, acintH. Haf: H — RY
folytonosan differencialhaté az a pontban, és az f/(a) linearis leképezés injektiv, akkor
az a pontnak van egy olyan kérnyezete, ahol f injektiv.

Biz. Legyen A = f'(a) € Hom(R?,RY), és m = min (|Ax| : |x| =1).
Ez létezik, mert az egységgdmbfeliilet kompakt, és Ax folytonos. Az m nem
lehet 0, mert A injektiv. Tehat m > 0.

Barmely x vektor valamilyen e egységvektor | x|-szerese, igy

|Ax| = |A |x|e|



A lokalis injektivitas tétele, biz.
Tétel (lokalis injektivitas). Legyen H CRP, f: H - R9%, acintH. Haf: H — RY
folytonosan differencialhaté az a pontban, és az f/(a) linearis leképezés injektiv, akkor
az a pontnak van egy olyan kérnyezete, ahol f injektiv.

Biz. Legyen A = f'(a) € Hom(R?,RY), és m = min (|Ax| : |x| =1).
Ez létezik, mert az egységgdmbfeliilet kompakt, és Ax folytonos. Az m nem
lehet 0, mert A injektiv. Tehat m > 0.

Barmely x vektor valamilyen e egységvektor | x|-szerese, igy

|Ax| = |A |x|e| = |Ae| - |x| > m-|x|.



A lokalis injektivitas tétele, biz.
Tétel (lokalis injektivitas). Legyen H CRP, f: H - R9%, acintH. Haf: H — RY
folytonosan differencialhaté az a pontban, és az f/(a) linearis leképezés injektiv, akkor
az a pontnak van egy olyan kérnyezete, ahol f injektiv.

Biz. Legyen A = f'(a) € Hom(R?,RY), és m = min (|Ax| : |x| =1).
Ez létezik, mert az egységgdmbfeliilet kompakt, és Ax folytonos. Az m nem
lehet 0, mert A injektiv. Tehat m > 0.

Barmely x vektor valamilyen e egységvektor | x|-szerese, igy
|Ax| = |A |x|e| = |Ae| - |x| > m-|x|.

Vegyik az a pontnak egy olyan B(a, r) kdrnyezetét, amelyben
[f(x) = All = If'(x) — f'(a)l| < -



A lokalis injektivitas tétele, biz.
Tétel (lokalis injektivitas). Legyen H CRP, f: H - R9%, acintH. Haf: H — RY
folytonosan differencialhaté az a pontban, és az f/(a) linearis leképezés injektiv, akkor
az a pontnak van egy olyan kérnyezete, ahol f injektiv.

Biz. Legyen A = f'(a) € Hom(R?,RY), és m = min (|Ax| : |x| =1).
Ez létezik, mert az egységgdmbfeliilet kompakt, és Ax folytonos. Az m nem
lehet 0, mert A injektiv. Tehat m > 0.

Barmely x vektor valamilyen e egységvektor | x|-szerese, igy
|Ax| = |A |x|e| = |Ae| - |x| > m-|x|.

Vegyik az a pontnak egy olyan B(a, r) kdrnyezetét, amelyben
[If'(x) — Al = ||f'(x) — f'(a)|| < Z. llyen létezik, mert ' folytonos a-ban.



A lokalis injektivitas tétele, biz.

Tétel (lokalis injektivitas). Legyen H CRP, f: H - R9%, acintH. Haf: H — RY
folytonosan differencialhaté az a pontban, és az f/(a) linearis leképezés injektiv, akkor
az a pontnak van egy olyan kérnyezete, ahol f injektiv.

Biz. Legyen A = f'(a) € Hom(R?,RY), és m = min (|Ax| : |x| =1).
Ez létezik, mert az egységgdmbfeliilet kompakt, és Ax folytonos. Az m nem
lehet 0, mert A injektiv. Tehat m > 0.

Barmely x vektor valamilyen e egységvektor | x|-szerese, igy
|Ax| = |A |x|e| = |Ae| - |x| > m-|x|.
Vegyik az a pontnak egy olyan B(a, r) kdrnyezetét, amelyben
[If'(x) — Al = ||f'(x) — f'(a)|| < Z. llyen létezik, mert ' folytonos a-ban.

Legyen g(x) = f(x) — Ax;



A lokalis injektivitas tétele, biz.

Tétel (lokalis injektivitas). Legyen H CRP, f: H - R9%, acintH. Haf: H — RY
folytonosan differencialhaté az a pontban, és az f/(a) linearis leképezés injektiv, akkor
az a pontnak van egy olyan kérnyezete, ahol f injektiv.

Biz. Legyen A = f'(a) € Hom(R?,RY), és m = min (|Ax| : |x| =1).
Ez létezik, mert az egységgdmbfeliilet kompakt, és Ax folytonos. Az m nem
lehet 0, mert A injektiv. Tehat m > 0.

Barmely x vektor valamilyen e egységvektor | x|-szerese, igy
|Ax| = |A |x|e| = |Ae| - |x| > m-|x|.
Vegyik az a pontnak egy olyan B(a, r) kdrnyezetét, amelyben
[If'(x) — Al = ||f'(x) — f'(a)|| < Z. llyen létezik, mert ' folytonos a-ban.

Legyen g(x) = f(x) — Ax; a B(a, r) kérnyezetben
gx)="fx)-A



A lokalis injektivitas tétele, biz.

Tétel (lokalis injektivitas). Legyen H CRP, f: H - R9%, acintH. Haf: H — RY
folytonosan differencialhaté az a pontban, és az f/(a) linearis leképezés injektiv, akkor
az a pontnak van egy olyan kérnyezete, ahol f injektiv.

Biz. Legyen A = f'(a) € Hom(R?,RY), és m = min (|Ax| : |x| =1).
Ez létezik, mert az egységgdmbfeliilet kompakt, és Ax folytonos. Az m nem
lehet 0, mert A injektiv. Tehat m > 0.

Barmely x vektor valamilyen e egységvektor | x|-szerese, igy
|Ax| = |A |x|e| = |Ae| - |x| > m-|x|.
Vegyik az a pontnak egy olyan B(a, r) kdrnyezetét, amelyben
[If'(x) — Al = ||f'(x) — f'(a)|| < Z. llyen létezik, mert ' folytonos a-ban.

Legyen g(x) = f(x) — Ax; a B(a, r) kérnyezetben
gx)=rx)=A  llgXI=If(x)-Al<%



A lokalis injektivitas tétele, biz.

Tétel (lokalis injektivitas). Legyen H CRP, f: H - R9%, acintH. Haf: H — RY
folytonosan differencialhaté az a pontban, és az f/(a) linearis leképezés injektiv, akkor
az a pontnak van egy olyan kérnyezete, ahol f injektiv.

Biz. Legyen A = f'(a) € Hom(R?,RY), és m = min (|Ax| : |x| =1).
Ez létezik, mert az egységgdmbfeliilet kompakt, és Ax folytonos. Az m nem
lehet 0, mert A injektiv. Tehat m > 0.

Barmely x vektor valamilyen e egységvektor | x|-szerese, igy
|Ax| = |A |x|e| = |Ae| - |x| > m-|x|.
Vegyik az a pontnak egy olyan B(a, r) kdrnyezetét, amelyben
[If'(x) — Al = ||f'(x) — f'(a)|| < Z. llyen létezik, mert ' folytonos a-ban.
Legyen g(x) = f(x) — Ax; a B(a, r) kérnyezetben
g =) —A g =If'(x)-Al <7
Alemma miatt x, y € B(a, r) esetén |g(x) — g(y)| < ZIx — yI;



A lokalis injektivitas tétele, biz.
Tétel (lokalis injektivitas). Legyen H CRP, f: H - R9%, acintH. Haf: H — RY
folytonosan differencialhaté az a pontban, és az f/(a) linearis leképezés injektiv, akkor
az a pontnak van egy olyan kérnyezete, ahol f injektiv.

Biz. Legyen A = f'(a) € Hom(R?,RY), és m = min (|Ax| : |x| =1).
Ez létezik, mert az egységgdmbfeliilet kompakt, és Ax folytonos. Az m nem
lehet 0, mert A injektiv. Tehat m > 0.

Barmely x vektor valamilyen e egységvektor | x|-szerese, igy
|Ax| = |A |x|e| = |Ae| - |x| > m-|x|.
Vegyik az a pontnak egy olyan B(a, r) kdrnyezetét, amelyben
[If'(x) — Al = ||f'(x) — f'(a)|| < Z. llyen létezik, mert ' folytonos a-ban.
Legyen g(x) = f(x) — Ax; a B(a, r) kérnyezetben
g =) —A g =If'(x)-Al <7
Alemma miatt x, y € B(a, r) esetén |g(x) — g(y)| < ZIx — yI;

[FO)—1(y)]



A lokalis injektivitas tétele, biz.
Tétel (lokalis injektivitas). Legyen H CRP, f: H - R9%, acintH. Haf: H — RY
folytonosan differencialhaté az a pontban, és az f/(a) linearis leképezés injektiv, akkor
az a pontnak van egy olyan kérnyezete, ahol f injektiv.

Biz. Legyen A = f'(a) € Hom(R?,RY), és m = min (|Ax| : |x| =1).
Ez létezik, mert az egységgdmbfeliilet kompakt, és Ax folytonos. Az m nem
lehet 0, mert A injektiv. Tehat m > 0.

Barmely x vektor valamilyen e egységvektor | x|-szerese, igy
|Ax| = |A |x|e| = |Ae| - |x| > m-|x|.

Vegyik az a pontnak egy olyan B(a, r) kdrnyezetét, amelyben
[If'(x) — Al = ||f'(x) — f'(a)|| < Z. llyen létezik, mert ' folytonos a-ban.
Legyen g(x) = f(x) — Ax; a B(a, r) kérnyezetben

g =) —A g =If'(x)-Al <7
Alemma miatt x, y € B(a, r) esetén |g(x) — g(y)| < ZIx — yI;
|10)~1(y)] = [Ax—Ay-+(f(x)~Ax) = (1(y)~Ay)|



A lokalis injektivitas tétele, biz.
Tétel (lokalis injektivitas). Legyen H CRP, f: H - R9%, acintH. Haf: H — RY
folytonosan differencialhaté az a pontban, és az f/(a) linearis leképezés injektiv, akkor
az a pontnak van egy olyan kérnyezete, ahol f injektiv.

Biz. Legyen A = f'(a) € Hom(R?,RY), és m = min (|Ax| : |x| =1).
Ez létezik, mert az egységgdmbfeliilet kompakt, és Ax folytonos. Az m nem
lehet 0, mert A injektiv. Tehat m > 0.

Barmely x vektor valamilyen e egységvektor | x|-szerese, igy
|Ax| = |A |x|e| = |Ae| - |x| > m-|x|.

Vegyik az a pontnak egy olyan B(a, r) kdrnyezetét, amelyben
[If'(x) — Al = ||f'(x) — f'(a)|| < Z. llyen létezik, mert ' folytonos a-ban.
Legyen g(x) = f(x) — Ax; a B(a, r) kérnyezetben

gx)=f(x)=A  lgll=IIf(x)-Al <3
Alemma miatt x, y € B(a, r) esetén |g(x) — g(y)| < ZIx — yI;
|10~ 1(y)| = [Ax—Ay+(f(x)~Ax) = ((y)~Ay) | = |Ax-)+(9()-g()) |



A lokalis injektivitas tétele, biz.
Tétel (lokalis injektivitas). Legyen H CRP, f: H - R9%, acintH. Haf: H — RY
folytonosan differencialhaté az a pontban, és az f/(a) linearis leképezés injektiv, akkor
az a pontnak van egy olyan kérnyezete, ahol f injektiv.

Biz. Legyen A = f'(a) € Hom(R?,RY), és m = min (|Ax| : |x| =1).
Ez létezik, mert az egységgdmbfeliilet kompakt, és Ax folytonos. Az m nem
lehet 0, mert A injektiv. Tehat m > 0.

Barmely x vektor valamilyen e egységvektor | x|-szerese, igy
|Ax| = |A |x|e| = |Ae| - |x| > m-|x|.
Vegyik az a pontnak egy olyan B(a, r) kdrnyezetét, amelyben
[If'(x) — Al = ||f'(x) — f'(a)|| < Z. llyen létezik, mert ' folytonos a-ban.

Legyen g(x) = f(x) — Ax; a B(a, r) kérnyezetben

gx) =) —A g =If(x)-Al<%Z:
Alemma miatt x, y € B(a, r) esetén |g(x) — g(y)| < ZIx — yI;
|10)~1(y)] = [Ax—Ay+(f(x)~Ax) = ((y)~Ay) | = |Ax-)+(9()-g(y) | =

> |A(x = y)| — |a(x) — 9(y)|



A lokalis injektivitas tétele, biz.
Tétel (lokalis injektivitas). Legyen H CRP, f: H - R9%, acintH. Haf: H — RY
folytonosan differencialhaté az a pontban, és az f/(a) linearis leképezés injektiv, akkor
az a pontnak van egy olyan kérnyezete, ahol f injektiv.

Biz. Legyen A = f'(a) € Hom(R?,RY), és m = min (|Ax| : |x| =1).
Ez létezik, mert az egységgdmbfeliilet kompakt, és Ax folytonos. Az m nem
lehet 0, mert A injektiv. Tehat m > 0.

Barmely x vektor valamilyen e egységvektor | x|-szerese, igy
|Ax| = |A |x|e| = |Ae| - |x| > m-|x|.

Vegyik az a pontnak egy olyan B(a, r) kdrnyezetét, amelyben
[If'(x) — Al = ||f'(x) — f'(a)|| < Z. llyen létezik, mert ' folytonos a-ban.
Legyen g(x) = f(x) — Ax; a B(a, r) kérnyezetben

gx)=f(x)=A  lgll=IIf(x)-Al <3
Alemma miatt x, y € B(a, r) esetén |g(x) — g(y)| < ZIx — yI;
|10)~1(y)] = [Ax—Ay+(f(x)~Ax) = ((y)~Ay) | = |Ax-)+(9()-g(y) | =

> |Ax —y)| = |g(x) = g(y)| = m|x — y|



A lokalis injektivitas tétele, biz.
Tétel (lokalis injektivitas). Legyen H CRP, f: H - R9%, acintH. Haf: H — RY
folytonosan differencialhaté az a pontban, és az f/(a) linearis leképezés injektiv, akkor
az a pontnak van egy olyan kérnyezete, ahol f injektiv.

Biz. Legyen A = f'(a) € Hom(R?,RY), és m = min (|Ax| : |x| =1).
Ez létezik, mert az egységgdmbfeliilet kompakt, és Ax folytonos. Az m nem
lehet 0, mert A injektiv. Tehat m > 0.

Barmely x vektor valamilyen e egységvektor | x|-szerese, igy
|Ax| = |A |x|e| = |Ae| - |x| > m-|x|.

Vegyik az a pontnak egy olyan B(a, r) kdrnyezetét, amelyben
[If'(x) — Al = ||f'(x) — f'(a)|| < Z. llyen létezik, mert ' folytonos a-ban.
Legyen g(x) = f(x) — Ax; a B(a, r) kérnyezetben

gx)=f(x)=A  lgll=IIf(x)-Al <3
Alemma miatt x, y € B(a, r) esetén |g(x) — g(y)| < ZIx — yI;
|10)~1(y)] = [Ax—Ay+(f(x)~Ax) = ((y)~Ay) | = |Ax-)+(9()-g(y) | =

> |Ax = y)| = |g(x) —g(y)| > mix —y| — Zlx — y|



A lokalis injektivitas tétele, biz.
Tétel (lokalis injektivitas). Legyen H CRP, f: H - R9%, acintH. Haf: H — RY
folytonosan differencialhaté az a pontban, és az f/(a) linearis leképezés injektiv, akkor
az a pontnak van egy olyan kérnyezete, ahol f injektiv.

Biz. Legyen A = f'(a) € Hom(R?,RY), és m = min (|Ax| : |x| =1).
Ez létezik, mert az egységgdmbfeliilet kompakt, és Ax folytonos. Az m nem
lehet 0, mert A injektiv. Tehat m > 0.

Barmely x vektor valamilyen e egységvektor | x|-szerese, igy
|Ax| = |A |x|e| = |Ae| - |x| > m-|x|.

Vegyik az a pontnak egy olyan B(a, r) kdrnyezetét, amelyben
[If'(x) — Al = ||f'(x) — f'(a)|| < Z. llyen létezik, mert ' folytonos a-ban.
Legyen g(x) = f(x) — Ax; a B(a, r) kérnyezetben

gx)=f(x)=A  lgll=IIf(x)-Al <3
Alemma miatt x, y € B(a, r) esetén |g(x) — g(y)| < ZIx — yI;
|10)~1(y)] = [Ax—Ay+(f(x)~Ax) = ((y)~Ay) | = |Ax-)+(9()-g(y) | =

> |A(x = y)| = |a(x) —g(¥)| = mix —y| — Blx —y| = ZIx — yI.



A lokalis injektivitas tétele, biz.
Tétel (lokalis injektivitas). Legyen H CRP, f: H - R9%, acintH. Haf: H — RY
folytonosan differencialhaté az a pontban, és az f/(a) linearis leképezés injektiv, akkor
az a pontnak van egy olyan kérnyezete, ahol f injektiv.

Biz. Legyen A = f'(a) € Hom(R?,RY), és m = min (|Ax| : |x| =1).
Ez létezik, mert az egységgdmbfeliilet kompakt, és Ax folytonos. Az m nem
lehet 0, mert A injektiv. Tehat m > 0.

Barmely x vektor valamilyen e egységvektor | x|-szerese, igy
|Ax| = |A |x|e| = |Ae| - |x| > m-|x|.

Vegyik az a pontnak egy olyan B(a, r) kdrnyezetét, amelyben
[If'(x) — Al = ||f'(x) — f'(a)|| < Z. llyen létezik, mert ' folytonos a-ban.
Legyen g(x) = f(x) — Ax; a B(a, r) kérnyezetben

gx)=f(x)=A  lgll=IIf(x)-Al <3
Alemma miatt x, y € B(a, r) esetén |g(x) — g(y)| < ZIx — yI;
|10)~1(y)] = [Ax—Ay+(f(x)~Ax) = ((y)~Ay) | = |Ax-)+(9()-g(y) | =

> |A(x = y)| = |a(x) —g(¥)| = mix —y| — Blx —y| = ZIx — yI.



A lokalis injektivitas tétele, biz.
Tétel (lokalis injektivitas). Legyen H CRP, f: H - R9%, acintH. Haf: H — RY
folytonosan differencialhaté az a pontban, és az f/(a) linearis leképezés injektiv, akkor
az a pontnak van egy olyan kérnyezete, ahol f injektiv.

Biz. Legyen A = f'(a) € Hom(R?,RY), és m = min (|Ax| : |x| =1).
Ez létezik, mert az egységgdmbfeliilet kompakt, és Ax folytonos. Az m nem
lehet 0, mert A injektiv. Tehat m > 0.

Barmely x vektor valamilyen e egységvektor | x|-szerese, igy
|Ax| = |A |x|e| = |Ae| - |x| > m-|x|.

Vegyik az a pontnak egy olyan B(a, r) kdrnyezetét, amelyben
[If'(x) — Al = ||f'(x) — f'(a)|| < Z. llyen létezik, mert ' folytonos a-ban.
Legyen g(x) = f(x) — Ax; a B(a, r) kérnyezetben

gx)=f(x)=A  lgll=IIf(x)-Al <3
Alemma miatt x, y € B(a, r) esetén |g(x) — g(y)| < ZIx — yI;
|10)~1(y)] = [Ax—Ay+(f(x)~Ax) = ((y)~Ay) | = |Ax-)+(9()-g(y) | =

> |A(x = y)| = |a(x) —g(¥)| = mix —y| — Blx —y| = ZIx — yI.

(Kicsit tobbet bizonyitottunk: van olyan ¢ > 0 hogy
X,y € B(a,r) esetén |[f(x) — f(y)| > c|x — y|.)



A lokalis szlrjektivitas tétele

RP — -

La TN

Tétel (lokalis szirjektivitas). Legyen H C R”, f: H — R% a € intH. Ha

f : H — RY folytonosan differencialhaté az a pontban, és az f’'(a) linearis
leképezés szlrjektiv, akkor az a pont barmely kdrnyezetének f szerinti képe
tartalmazza az f(a) pont egy kdrnyezetét.

Avagy, ha b= f(a),vr>03s>0VyeB(b,s)3xcB(a,r) f(x)=y.



A lokalis szlrjektivitas tétele

Tétel (lokalis szirjektivitas). Legyen H C R”, f: H — R% a € intH. Ha
f: H — RY folytonosan differencialhaté az a pontban, és az f'(a) linearis
leképezés szlrjektiv, akkor az a pont barmely kdrnyezetének f szerinti képe
tartalmazza az f(a) pont egy kdrnyezetét.

Avagy, ha b= f(a),vr>03s>0VyeB(b,s)3xcB(a,r) f(x)=y.

Biz. A Jf(a) Jacobi-matrix oszlopai kdz6tt van q lin. figgetlen;



A lokalis szlrjektivitas tétele

Tétel (lokalis szirjektivitas). Legyen H C R”, f: H — R% a € intH. Ha
f: H — RY folytonosan differencialhaté az a pontban, és az f'(a) linearis
leképezés szlrjektiv, akkor az a pont barmely kdrnyezetének f szerinti képe
tartalmazza az f(a) pont egy kdrnyezetét.

Avagy, ha b= f(a),vr>03s>0VyeB(b,s)3xcB(a,r) f(x)=y.

Biz. A Jf(a) Jacobi-matrix oszlopai kdz6tt van g lin. figgetlen; az
altalanossag csorbitasa nélkil feltehetd, hogy ez az elsé q oszlop.



A lokalis szlrjektivitas tétele

Tétel (lokalis szirjektivitas). Legyen H C R”, f: H — R% a € intH. Ha
f: H — RY folytonosan differencialhaté az a pontban, és az f'(a) linearis
leképezés szlrjektiv, akkor az a pont barmely kdrnyezetének f szerinti képe
tartalmazza az f(a) pont egy kdrnyezetét.

Avagy, ha b= f(a),vr>03s>0VyeB(b,s)3xcB(a,r) f(x)=y.

Biz. A Jf(a) Jacobi-matrix oszlopai kdz6tt van g lin. figgetlen; az
altalanossag csorbitasa nélkil feltehetd, hogy ez az elsé q oszlop.

Csak olyan x-eket fogunk keresni, amelyekben xq,1 = aq+1, Idots x, = ap.



A lokalis szlrjektivitas tétele

Tétel (lokalis szirjektivitas). Legyen H C R”, f: H — R% a € intH. Ha
f: H — RY folytonosan differencialhaté az a pontban, és az f'(a) linearis
leképezés szlrjektiv, akkor az a pont barmely kdrnyezetének f szerinti képe
tartalmazza az f(a) pont egy kdrnyezetét.

Avagy, ha b= f(a),vr>03s>0VyeB(b,s)3xcB(a,r) f(x)=y.

Biz. A Jf(a) Jacobi-matrix oszlopai kdz6tt van g lin. figgetlen; az
altalanossag csorbitasa nélkil feltehetd, hogy ez az elsé q oszlop.

Csak olyan x-eket fogunk keresni, amelyekben xq,1 = aq+1, Idots x, = ap.
Mostantél tehat p = q; és f'(a) invertalhato.



A lokalis szUrjektivitas tétele, biz. folyt.
Emlékezteté: H C RP, f: H — RP; a € intH, f : H — RP folytonosan differencialhaté
az apontban, f(a) = b, és az A = f’(a) szlirjektiv. Bizonyitando:
Vr>03s>0VyeB(b,s)IxeB(a,r) f(x)=y.



A lokalis szUrjektivitas tétele, biz. folyt.
Emlékezteté: H C RP, f: H — RP; a € intH, f : H — RP folytonosan differencialhaté
az apontban, f(a) = b, és az A = f'(a) szlrjektiv. Bizonyitand6:
Vr>03s>0VyeB(b,s)IxeB(a,r) f(x)=y.
Az a pont egy kdrnyezetében f' invertalhato.



A lokalis szUrjektivitas tétele, biz. folyt.
Emlékezteté: H C RP, f: H — RP; a € intH, f : H — RP folytonosan differencialhaté
az apontban, f(a) = b, és az A = f'(a) szlrjektiv. Bizonyitand6:
Vr>03s>0VyeB(b,s)IxeB(a,r) f(x)=y.
Az a pont egy kdrnyezetében f' invertalhato.
A lokalis injektivitas tétele szerint az a egy kérnyezetében f injektiv.



A lokalis szUrjektivitas tétele, biz. folyt.
Emlékezteté: H C RP, f: H — RP; a € intH, f : H — RP folytonosan differencialhaté
az apontban, f(a) = b, és az A = f'(a) szlrjektiv. Bizonyitand6:
Vr>03s>0VyeB(b,s)IxeB(a,r) f(x)=y.
Az a pont egy kdrnyezetében f' invertalhato.
A lokalis injektivitas tétele szerint az a egy kérnyezetében f injektiv.
Vélasszunk olyan 0 < ry < r-t, hogy az B(a, o) zart gémbon f injektiv, és '
minden pontban invertalhaté.



A lokalis szUrjektivitas tétele, biz. folyt.
Emlékezteté: H C RP, f: H — RP; a € intH, f : H — RP folytonosan differencialhaté
az apontban, f(a) = b, és az A = f'(a) szlrjektiv. Bizonyitand6:
Vr>03s>0VyeB(b,s)IxeB(a,r) f(x)=y.
Az a pont egy kdrnyezetében f' invertalhato.
A lokalis injektivitas tétele szerint az a egy kérnyezetében f injektiv.
Vélasszunk olyan 0 < ry < r-t, hogy az B(a, o) zart gémbon f injektiv, és '
minden pontban invertalhaté.

Legyen s = I min {|f(x) — b| : |x —a] = ro} > 0.



A lokalis szUrjektivitas tétele, biz. folyt.
Emlékezteté: H C RP, f: H — RP; a € intH, f : H — RP folytonosan differencialhaté
az apontban, f(a) = b, és az A = f'(a) szlrjektiv. Bizonyitand6:
Vr>03s>0VyeB(b,s)IxeB(a,r) f(x)=y.
Az a pont egy kdrnyezetében f' invertalhato.
A lokalis injektivitas tétele szerint az a egy kérnyezetében f injektiv.
Vélasszunk olyan 0 < ry < r-t, hogy az B(a, o) zart gémbon f injektiv, és '
minden pontban invertalhaté.

Legyen s = I min {|f(x) — b| : |x — a| = ro} > 0. Azt allitjuk: ez az s j6.



A lokalis szirjektivitas tétele, biz. folyt.
Emlékezteté: H C RP, f: H — RP; a € intH, f : H — RP folytonosan differencialhaté
az apontban, f(a) = b, és az A = f'(a) szlrjektiv. Bizonyitand6:
Vr>03s>0VyeB(b,s)IxeB(a,r) f(x)=y.
Az a pont egy kdrnyezetében f' invertalhato.
A lokalis injektivitas tétele szerint az a egy kérnyezetében f injektiv.
Vélasszunk olyan 0 < ry < r-t, hogy az B(a, ry) zart gémbon f injektiv, és f’
minden pontban invertalhaté.
Legyen s = I min {|f(x) — b| : |x — a| = ro} > 0. Azt allitjuk: ez az s j6.
Vegyink egy tetszéleges y € B(b, s) pontot; ehhez kell nekiink olyan
x € B(a, ro) pontot talalni, ahol f(x) = y.



A lokalis szirjektivitas tétele, biz. folyt.
Emlékezteté: H C RP, f: H — RP; a € intH, f : H — RP folytonosan differencialhaté
az apontban, f(a) = b, és az A = f'(a) szlrjektiv. Bizonyitand6:
Vr>03s>0VyeB(b,s)IxeB(a,r) f(x)=y.
Az a pont egy kdrnyezetében f' invertalhato.
A lokalis injektivitas tétele szerint az a egy kérnyezetében f injektiv.
Vélasszunk olyan 0 < ry < r-t, hogy az B(a, ry) zart gémbon f injektiv, és f’
minden pontban invertalhaté.
Legyen s = I min {|f(x) — b| : |x — a| = ro} > 0. Azt allitjuk: ez az s j6.
Vegyink egy tetszéleges y € B(b, s) pontot; ehhez kell nekiink olyan
x € B(a, ro) pontot talalni, ahol f(x) = y.

Legyen a B(a, ro) zéart gémbén h(x) = |f(x) — y[?, és keresslik h minimumét.



A lokalis szirjektivitas tétele, biz. folyt.
Emlékezteté: H C RP, f: H — RP; a € intH, f : H — RP folytonosan differencialhaté
az apontban, f(a) = b, és az A = f'(a) szlrjektiv. Bizonyitand6:
Vr>03s>0VyeB(b,s)IxeB(a,r) f(x)=y.
Az a pont egy kdrnyezetében f' invertalhato.
A lokalis injektivitas tétele szerint az a egy kérnyezetében f injektiv.
Vélasszunk olyan 0 < ry < r-t, hogy az B(a, ry) zart gémbon f injektiv, és f’
minden pontban invertalhaté.
Legyen s = I min {|f(x) — b| : |x — a| = ro} > 0. Azt allitjuk: ez az s j6.
Vegyink egy tetszéleges y € B(b, s) pontot; ehhez kell nekiink olyan
x € B(a, ) pontot talalni, ahol f(x) = y.
Legyen a B(a, ro) zéart gémbén h(x) = |f(x) — y[?, és keresslik h minimumét.
A Weierstrass-tétel miatt biztosan van h-nak minimiuma.



A lokalis szUrjektivitas tétele, biz. folyt.
Emlékezteté: H C RP, f: H — RP; a € intH, f : H — RP folytonosan differencialhaté
az apontban, f(a) = b, és az A = f'(a) szlrjektiv. Bizonyitand6:
Vr>03s>0VyeB(b,s)IxeB(a,r) f(x)=y.
Az a pont egy kdrnyezetében f' invertalhato.
A lokalis injektivitas tétele szerint az a egy kérnyezetében f injektiv.
Vélasszunk olyan 0 < ry < r-t, hogy az B(a, o) zart gémbon f injektiv, és '
minden pontban invertalhaté.
Legyen s = I min {|f(x) — b| : |x — a| = ro} > 0. Azt allitjuk: ez az s j6.
Vegyink egy tetszéleges y € B(b, s) pontot; ehhez kell nekiink olyan
X € B(a, rp) pontot talalni, ahol f(x) = y.
Legyen a B(a, ro) zéart gémbén h(x) = |f(x) — y[?, és keresslik h minimumét.
A Weierstrass-tétel miatt biztosan van h-nak minimiuma.
A kdzéppontban h(a) = |b — y|? < s%.



A lokalis szUrjektivitas tétele, biz. folyt.
Emlékezteté: H C RP, f: H — RP; a € intH, f : H — RP folytonosan differencialhaté
az apontban, f(a) = b, és az A = f'(a) szlrjektiv. Bizonyitand6:
Vr>03s>0VyeB(b,s)IxeB(a,r) f(x)=y.
Az a pont egy kdrnyezetében f' invertalhato.
A lokalis injektivitas tétele szerint az a egy kérnyezetében f injektiv.
Vélasszunk olyan 0 < ry < r-t, hogy az B(a, o) zart gémbon f injektiv, és '
minden pontban invertalhaté.
Legyen s = I min {|f(x) — b| : |x — a| = ro} > 0. Azt allitjuk: ez az s j6.
Vegyink egy tetszéleges y € B(b, s) pontot; ehhez kell nekiink olyan
X € B(a, rp) pontot talalni, ahol f(x) = y.
Legyen a B(a, ro) zéart gémbén h(x) = |f(x) — y[?, és keresslik h minimumét.
A Weierstrass-tétel miatt biztosan van h-nak minimiuma.
A kdzéppontban h(a) = |b — y|? < s%.
A hatarpontokban
[1(x) — y| = |(F(x) = b) = (y — b)| > |f(x) = bl — |y — b| > 25 — s = s, ezént
h(x) = |f(x) — y|? > §* > h(a).



A lokalis szUrjektivitas tétele, biz. folyt.
Emlékezteté: H C RP, f: H — RP; a € intH, f : H — RP folytonosan differencialhaté
az apontban, f(a) = b, és az A = f'(a) szlrjektiv. Bizonyitand6:
Vr>03s>0VyeB(b,s)IxeB(a,r) f(x)=y.
Az a pont egy kdrnyezetében f' invertalhato.
A lokalis injektivitas tétele szerint az a egy kérnyezetében f injektiv.
Vélasszunk olyan 0 < ry < r-t, hogy az B(a, o) zart gémbon f injektiv, és '
minden pontban invertalhaté.
Legyen s = I min {|f(x) — b| : |x — a| = ro} > 0. Azt allitjuk: ez az s j6.
Vegyink egy tetszéleges y € B(b, s) pontot; ehhez kell nekiink olyan
X € B(a, rp) pontot talalni, ahol f(x) = y.
Legyen a B(a, ro) zéart gémbén h(x) = |f(x) — y[?, és keresslik h minimumét.
A Weierstrass-tétel miatt biztosan van h-nak minimiuma.
A kdzéppontban h(a) = |b — y|? < s%.
A hatarpontokban
[f(x) — y| = |(F(x) = b) = (y = b)| > |f(x) = b — |y — b| > 25 — s = s, ezént
h(x) = |f(x) — y|? > §* > h(a). A minimumhely nem lehet a hataron; bels
pontban veszi fel a h figgvény.



A lokalis szUrjektivitas tétele, biz. folyt.
Emlékezteté: H C RP, f: H — RP; a € intH, f : H — RP folytonosan differencialhaté
az apontban, f(a) = b, és az A = f'(a) szlrjektiv. Bizonyitand6:
Vr>03s>0VyeB(b,s)IxeB(a,r) f(x)=y.
Az a pont egy kdrnyezetében f' invertalhato.
A lokalis injektivitas tétele szerint az a egy kérnyezetében f injektiv.
Vélasszunk olyan 0 < ry < r-t, hogy az B(a, o) zart gémbon f injektiv, és '
minden pontban invertalhaté.
Legyen s = I min {|f(x) — b| : |x — a| = ro} > 0. Azt allitjuk: ez az s j6.
Vegyink egy tetszéleges y € B(b, s) pontot; ehhez kell nekiink olyan
X € B(a, rp) pontot talalni, ahol f(x) = y.
Legyen a B(a, ro) zéart gémbén h(x) = |f(x) — y[?, és keresslik h minimumét.
A Weierstrass-tétel miatt biztosan van h-nak minimiuma.
A kdzéppontban h(a) = |b — y|? < s%.
A hatarpontokban
[f(x) — y| = |(F(x) = b) = (y = b)| > |f(x) = b — |y — b| > 25 — s = s, ezént
h(x) = |f(x) — y|? > §* > h(a). A minimumhely nem lehet a hataron; bels
pontban veszi fel a h figgvény.
Legyen xo a minimumhely; ez lokalis minimumhely, tehat A" = 0:

0="h(x)=2(f(x) — y)' - f(x) = 0.



A lokalis szirjektivitas tétele, biz. folyt.
Emlékezteté: H C RP, f: H — RP; a € intH, f : H — RP folytonosan differencialhaté
az apontban, f(a) = b, és az A = f'(a) szlrjektiv. Bizonyitand6:
Vr>03s>0VyeB(b,s)IxeB(a,r) f(x)=y.
Az a pont egy kdrnyezetében f' invertalhato.
A lokalis injektivitas tétele szerint az a egy kérnyezetében f injektiv.
Vélasszunk olyan 0 < ry < r-t, hogy az B(a, ry) zart gémbon f injektiv, és f’
minden pontban invertalhaté.
Legyen s = I min {|f(x) — b| : |x — a| = ro} > 0. Azt allitjuk: ez az s j6.

Vegyink egy tetszéleges y € B(b, s) pontot; ehhez kell nekiink olyan

X € B(a, rp) pontot talalni, ahol f(x) = y.

Legyen a B(a, ro) zéart gémbén h(x) = |f(x) — y[?, és keresslik h minimumét.
A Weierstrass-tétel miatt biztosan van h-nak minimiuma.

A kdzéppontban h(a) = |b — y|? < s%.

A hatarpontokban

[f(x) — y| = |(F(x) = b) = (y = b)| > |f(x) = b — |y — b| > 25 — s = s, ezént
h(x) = |f(x) — y|? > §* > h(a). A minimumhely nem lehet a hataron; bels
pontban veszi fel a h figgvény.

Legyen xo a minimumhely; ez lokalis minimumhely, tehat A" = 0:

0="h(x)=2(f(x) — y)' - f(x) = 0.
Az f'(xo) invertalhato, tehat f(x) — y = 0.



A lokalis szUrjektivitas tétele, biz. folyt.
Emlékezteté: H C RP, f: H — RP; a € intH, f : H — RP folytonosan differencialhaté
az apontban, f(a) = b, és az A = f'(a) szlrjektiv. Bizonyitand6:
Vr>03s>0VyeB(b,s)IxeB(a,r) f(x)=y.
Az a pont egy kdrnyezetében f' invertalhato.
A lokalis injektivitas tétele szerint az a egy kérnyezetében f injektiv.
Vélasszunk olyan 0 < ry < r-t, hogy az B(a, o) zart gémbon f injektiv, és '
minden pontban invertalhaté.
Legyen s = I min {|f(x) — b| : |x — a| = ro} > 0. Azt allitjuk: ez az s j6.
Vegyink egy tetszéleges y € B(b, s) pontot; ehhez kell nekiink olyan
X € B(a, rp) pontot talalni, ahol f(x) = y.
Legyen a B(a, ro) zéart gémbén h(x) = |f(x) — y[?, és keresslik h minimumét.
A Weierstrass-tétel miatt biztosan van h-nak minimiuma.
A kdzéppontban h(a) = |b — y|? < s%.
A hatarpontokban
[f(x) — y| = |(F(x) = b) = (y = b)| > |f(x) = b — |y — b| > 25 — s = s, ezént
h(x) = |f(x) — y|? > §* > h(a). A minimumhely nem lehet a hataron; bels
pontban veszi fel a h figgvény.
Legyen xo a minimumhely; ez lokalis minimumhely, tehat A" = 0:

0="h(x)=2(f(x) — y)' - f(x) = 0.
Az f'(xo) invertalhato, tehat f(xo) — y = 0.
Talaltunk olyan xo € B(a, o) C B(a, r) pontot, amire f(xo) =-y.



A lokalis szlrjektivitas tétele, alt. biz.

Az f(x) = y egyenlet egy megoldasat iteracidval is megtalalhattuk volna.



A lokalis szlrjektivitas tétele, alt. biz.

Az f(x) = y egyenlet egy megoldasat iteracidval is megtalalhattuk volna.

Heurisztika: Ha f(xo) — y, és x kdzel xo-hoz, akkor

f(x) = f(x0) + A(X — X0) + e(x)|x — Xo|



A lokalis szlrjektivitas tétele, alt. biz.

Az f(x) = y egyenlet egy megoldasat iteracidval is megtalalhattuk volna.

Heurisztika: Ha f(xo) — y, és x kdzel xo-hoz, akkor

f(x) = f(x0) + A(x — Xo) + e(X)|x — Xo| = ¥y + A(x — Xo)e(X)|x — Xo|



A lokalis szlrjektivitas tétele, alt. biz.

Az f(x) = y egyenlet egy megoldasat iteracidval is megtalalhattuk volna.

Heurisztika: Ha f(xo) — y, és x kdzel xo-hoz, akkor

f(x) = f(x0) + A(x — Xo) + e(X)|x — Xo| = ¥y + A(x — Xo)e(X)|x — Xo|

AT(F(x) = y) = x — X0 + A e(X)|x — X0



A lokalis szlrjektivitas tétele, alt. biz.

Az f(x) = y egyenlet egy megoldasat iteracidval is megtalalhattuk volna.
Heurisztika: Ha f(xo) — y, és x kdzel xo-hoz, akkor
f(x) = f(x0) + A(x — Xo) + e(X)|x — Xo| = ¥y + A(x — Xo)e(X)|x — Xo|
ATNf(X) —y) =x — X0+ A e(x)|x — X0

Xo=x—AT(f(x) = y) + A e(x)|x — xol.



A lokalis szlrjektivitas tétele, alt. biz.

Az f(x) = y egyenlet egy megoldasat iteracidval is megtalalhattuk volna.
Heurisztika: Ha f(xo) — y, és x kdzel xo-hoz, akkor
f(x) = f(x0) + A(x — Xo) + e(X)|x — Xo| = ¥y + A(x — Xo)e(X)|x — Xo|
ATNf(X) —y) =x — X0+ A e(x)|x — X0
Xo=x—AT(f(x) = y) + A e(x)|x — xol.

Legyen
Xi =8  Xpet=Xo— A (f(xa) — ¥)



A lokalis szlrjektivitas tétele, alt. biz.
Az f(x) = y egyenlet egy megoldasat iteracidval is megtalalhattuk volna.
Heurisztika: Ha f(xo) — y, és x kdzel xo-hoz, akkor
f(x) = f(x0) + AlX = X0) + e(X)|x = Xo| = ¥ + A(X = X0)e(x) X — Xo
ATNf(X) —y) =x — X0+ A e(x)|x — X0
Xo=x—AT(f(x) = y) + A e(x)|x — xol.

Legyen
Xi =8  Xpet=Xo— A (f(xa) — ¥)

Ha ez konvergens, x, — Xo, akkor

Xo=Xo— A" (f(x0) — y)



A lokalis szlrjektivitas tétele, alt. biz.
Az f(x) = y egyenlet egy megoldasat iteracidval is megtalalhattuk volna.
Heurisztika: Ha f(xo) — y, és x kdzel xo-hoz, akkor

f(x) = f(x0) + A(x — Xo) + e(X)|x — Xo| = ¥y + A(x — Xo)e(X)|x — Xo|

ATNf(X) —y) =x — X0+ A e(x)|x — X0
Xo=x—AT(f(x) = y) + A e(x)|x — xol.
Legyen

Xi=a  Xpr1=Xo— A (F(xa) — y)
Ha ez konvergens, x, — Xo, akkor

Xo=Xo— A" (f(x0) — y)

f(Xo) =Y.
Miért lenne konvergens? Honnan tudjuk, hogy nem megy el messzire?

Valasz: Kontrakcid, Banach-fixponttétel. Részletek a kdnyvben.



Nyilt leképezések

DEF. Ha H C RP nyilt, f : H — RY, és minden G C H halmazra a f(G)
halmaz nyilt, akkor f egy nyilt leképezés.



Nyilt leképezések

DEF. Ha H C RP nyilt, f : H — RY, és minden G C H halmazra a f(G)
halmaz nyilt, akkor f egy nyilt leképezés.

Kov (nyilt leképezés tétele). Ha H C R” nyilt, f : H — R folytonosan
differencialhatd, és H minden pontjaban ' szirjektiv, akkor f nyilt leképezés.
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S

RP

Tétel (Inverzfiiggvénytétel).

Legyen HC RP, f: H — RP; ac intH, b= f(a).
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Inverzfliggvénytétel

Tétel (Inverzfiiggvénytétel).
Legyen HC RP, f: H — RP; ac intH, b= f(a).
Ha f : H — RY folytonosan differencialhaté az a pontban, és



Inverzfliggvénytétel

Tétel (Inverzfiiggvénytétel).

Legyen HC RP, f: H — RP; ac intH, b= f(a).

Ha f : H — RY folytonosan differencialhaté az a pontban, és
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—1
A ¢’ folytonos b-ben: ¢'(y) = (f’ (g(y))) , g folytonos y-ban, ' folytonos
g(y) = x-ben, és a matrixinverz is folytonos.
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Implicit flggvények

Fuggvény explicit (kdzvetlen) megadasa: g : (x1,...,Xp) = (¥1, ...

i=01(X1,..., %)

vagy
y=9(x)

Implicit (kozvetett) megadas: g : (X1,..., %) — (V1,- -, Yq)
A(Xty - Xp, Y1, Yg) =0
fa(X1,. s X0, Y1, ¥q) =0

vagy

f(Xa y) = Oq
(egyenletrendszer)

7yCI)
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Kérdés. Ha tudunk egy (a, b) pontpart, ami megoldasa az
egyenletrendszernek, lesz-e korlilotte egy egyértelmii lokalis megoldas,
gbrbedarab?

Kérdés. Ha van is lokalis implicit fliggvény, biztosak lehetiink benne, hogy
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Ha tudjuk, hogy van implicit fliggvény, és még differencialhaté is, akkor
derivalni mar kénnyd.
f(x,9(x)) = 0q
x € RP; g(x) € RY; f egy p + g valtozés, és R%-ba képez.

Most jelentse D;f az f elsd p valtozd szerinti parcidlis derivaltjat
(D1 f(x,y) € Hom(RP RY)) és D-f az f utols6 q valtozd szerinti parcialis
derivaltjat (D.f(x, y) € Hom(R9, R?)).

Derivaljuk mindkét oldalt:
f(x,9(x)) = Oq

Dif(x, g(x)) + Df(x, 9(x)) 'g;(:g: Ogxp

axp axq axp

Dof(x,g(x)) - g'(x) = —Dif(x, g(x))

Es ha D,f(x, g(x)) invertalhat6 is, akkor »
() = —(Daf(x,g(x)) - Daf(x,g(x)).

Erdemes lesz feltenni, hogy D»f(x, g(x)) invertalhaté.
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TegyUk fel, hogy a € RP, b € RY, (a,b) € intH, és f(a, b) = 04 (vagyis az

(a, b) egy olyan bels6 pont, amely megoldasa az egyenletrendszernek).
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y = g(x) € B(b,n) pont, amelyre f(x, y) = 0q.

(2) Az igy definialt g(x) figgvény differencialhat6 a B(a, §) gémbben, és
—1
() = =(Def(x,9(x)) - Daf(x,g(x)-

(3) g’ folytonos az a pontban.

Biz. Konnyebb tdbbet bizonyitani. Az egyenletrendszer jobboldalan a 0q4
vektor helyére is tegylink egy z € R? vektort. Az Uj egyenlet:

f(x,y)=z.

Azt allitjuk, hogy minden a-hez kézeli x és 04-hoz kdzeli z esetén ehhez van
egy egyértelm( y ami megoldasa.
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Implicitflggvény-tétel, biz.

Denifidljuk a kdvetkezd, p + q valtozds, RP9-ba képezd fliggvényt:

Erre irjuk fel az inverfliggvénytételt az (a, b) pontban.
Az (a, b) pontban f folytonosan differencialhato és F(a, b) = (a,0).
Az (a, b) pontbeli derivalt blokkmatrix alakban

F/(a b) _ D1X|x:a D2X|x:a _ Ip><p Opxq
’ Dif(a,b) D»f(a,b) Dif(a,b) D:f(a,b))’
Ez invertalhat6, mert a jobb alsé sarok invertalhato.

Az inverzfuggvénytétel feltételei teljeslinek; F-nek létezik egy lokalis inverze
az (a,0) egy koérnyezetében, és a lokdlis inverz folytonosan differencialhaté
az (a, 0) pontban.
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par, amire F(w, y) = (x, 2).
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Az inverzfliggvénytétel szerint vannak olyan 8o, 70 > 0 szamok, hogy minden
(x,2) € B((a,0), ) parhoz létezik olyan egyértelmii (w, y) € B((a, b),m)
par, amire F(w, y) = (x, 2).

. . . [ x X .
Persze w = x, szbval az inverz leképezés — alaka.
z G(x,2)

Az 6hajtott g fliggvény a G-nek a z = 04 szekcidja lesz: g(x) = G(x,04). Ez
teljesiti az f(x, g(x)) = 04 flggvényegyenletet, és folytonsan differencialhaté
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Legyen n = Jno. Valasszunk olyan 0 < 6 < do szamot, hogy minden
x € B(a, ) esetén |g(x)| < n is teljesiljon.



Implicitflggvény-tétel, biz.

FG)=(n) 7 () =(oran ouan):

Az inverzfliggvénytétel szerint vannak olyan 8o, 70 > 0 szamok, hogy minden
(x,2) € B((a,0), ) parhoz létezik olyan egyértelmii (w, y) € B((a, b),m)
par, amire F(w, y) = (x, 2).

. . . [x X .
Persze w = x, szbval az inverz leképezés — alaka.
z G(x, z)
Az 6hajtott g fliggvény a G-nek a z = 04 szekcidja lesz: g(x) = G(x,04). Ez
teljesiti az f(x, g(x)) = 04 flggvényegyenletet, és folytonsan differencialhaté
az a pontban.

AY Az
7 n
*1%:Y) o 2)
2} T i »
(a,b) (a, 1)
g r » o

Legyen n = Jno. Valasszunk olyan 0 < 6 < do szamot, hogy minden

x € B(a, ) esetén |g(x)| < n is teljesiljon.

Ekkor tehat a kicsit nagyobb halmazon is egyértelm{i (x, y) € B((a, b), n0)
pontunkra az is igaz, hogy |y| = |g(x)| < 7.
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Implicitfiggvény-tétel, biz.
A g derivaltjat mar kiszamoltuk, de leolvashatjuk a derivaltmatrix inverzébdl

IS.
FG) =) FG)=(oditn oiten)

( loxp 0 )1:< loxp 0 )
Dif(x,y) Daf(x,y) —(Def(x,y)) " Dif(x,y) (Dof(x,y))"")"

Az elsb blokkoszlop az x, a masodik a z szerinti derivalt, tehat

g (x) = —(Dof(x,y)) " Dif(x,y) = —(D2f(x,9(x))) " Dif(x,g(x)).
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Implicitfliggvény-tétel, kdvetkezmények.

p + q valtozora p "fliggetlen” egyenlet: g-dimenzids grafikondarab
(paraméteres felllet).

Szintvonalas térképek: ha valahol a fliggvény folytonsan differencialhaté, és
a gradiens nem a nullvektor, ott a szintvonal (valamilyen fliggvényérték
Osképe) lokalisan egy folytonosan differencialhaté gérbedarab.
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Példa. A g(x, y) fuggvény minimumat vagy maximumat keressiik az
f(x,y) = 0 gorbén.
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Feltételes lokalis szélsbértékek

Példa. A g(x, y) fuggvény minimumat vagy maximumat keressiik az
f(x,y) = 0 gorbén.

Y
gracd f tﬁg]'al[le’
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f(a) = 0.



Lagrange féle multiplikator médszer

DEF. Legyen H C RP (ért.tart.), f : H — R? (“feltétel” vagy
"egyenletrendszer”), g : H — R ("célfiggvény”) és a € int H olyan pont, ahol
f(a) = 0.

Azt mondjuk, hogy a g fuggvénynek feltételes lokalis maximuma van az a
pontban az f = 0 feltétel mellett, ha van olyan r > 0, hogy a B(a,r) Cc H
koérnyezet barmely x pontjaban, amelyre f(x) = 0, igaz az, hogy g(x) < g(a).



Lagrange féle multiplikator médszer

DEF. Legyen H C RP (ért.tart.), f : H — R? (“feltétel” vagy
"egyenletrendszer”), g : H — R ("célfiggvény”) és a € int H olyan pont, ahol
f(a) = 0.

Azt mondjuk, hogy a g fuggvénynek feltételes lokalis maximuma van az a
pontban az f = 0 feltétel mellett, ha van olyan r > 0, hogy a B(a,r) Cc H
koérnyezet barmely x pontjaban, amelyre f(x) = 0, igaz az, hogy g(x) < g(a).
A g figgvénynek feltételes lokalis minimuma van az a pontbanaz f =0
feltétel mellett, ha van olyan r > 0, hogy a B(a, r) C H kérnyezet barmely x
pontjaban, amelyre f(x) = 0, igaz az, hogy g(x) > g(a).



Lagrange féle multiplikator médszer

DEF. Legyen H C RP (ért.tart.), f : H — R? (“feltétel” vagy
"egyenletrendszer”), g : H — R ("célfiggvény”) és a € int H olyan pont, ahol
f(a) = 0.

Azt mondjuk, hogy a g fuggvénynek feltételes lokalis maximuma van az a
pontban az f = 0 feltétel mellett, ha van olyan r > 0, hogy a B(a,r) Cc H
koérnyezet barmely x pontjaban, amelyre f(x) = 0, igaz az, hogy g(x) < g(a).
A g figgvénynek feltételes lokalis minimuma van az a pontbanaz f =0
feltétel mellett, ha van olyan r > 0, hogy a B(a, r) C H kérnyezet barmely x
pontjaban, amelyre f(x) = 0, igaz az, hogy g(x) > g(a).

A g fuggvénynek feltételes lokalis szélsbértéke van az a pontban az f = 0
feltétel mellett, ha a-ban feltételes lokalis minimuma vagy feltételes lokalis
maximuma az f = 0 feltétel mellett.



Lagrange féle multiplikator médszer

DEF. Legyen H C RP (ért.tart.), f : H — R? (“feltétel” vagy
"egyenletrendszer”), g : H — R ("célfiggvény”) és a € int H olyan pont, ahol
f(a) = 0.

Azt mondjuk, hogy a g fuggvénynek feltételes lokalis maximuma van az a
pontban az f = 0 feltétel mellett, ha van olyan r > 0, hogy a B(a,r) Cc H
koérnyezet barmely x pontjaban, amelyre f(x) = 0, igaz az, hogy g(x) < g(a).
A g figgvénynek feltételes lokalis minimuma van az a pontbanaz f =0
feltétel mellett, ha van olyan r > 0, hogy a B(a, r) C H kérnyezet barmely x
pontjaban, amelyre f(x) = 0, igaz az, hogy g(x) > g(a).

A g fuggvénynek feltételes lokalis szélsbértéke van az a pontban az f = 0
feltétel mellett, ha a-ban feltételes lokalis minimuma vagy feltételes lokalis
maximuma az f = 0 feltétel mellett.

Tétel (Lagrange féle multiplikator modszer). Legyen H C R?, f : H — RY,
g: H— Rés ac intH olyan pont, ahol f(a) = 0.



Lagrange féle multiplikator médszer

DEF. Legyen H C RP (ért.tart.), f : H — R? (“feltétel” vagy
"egyenletrendszer”), g : H — R ("célfiggvény”) és a € int H olyan pont, ahol
f(a) = 0.

Azt mondjuk, hogy a g fuggvénynek feltételes lokalis maximuma van az a
pontban az f = 0 feltétel mellett, ha van olyan r > 0, hogy a B(a,r) Cc H
koérnyezet barmely x pontjaban, amelyre f(x) = 0, igaz az, hogy g(x) < g(a).
A g figgvénynek feltételes lokalis minimuma van az a pontbanaz f =0
feltétel mellett, ha van olyan r > 0, hogy a B(a, r) C H kérnyezet barmely x
pontjaban, amelyre f(x) = 0, igaz az, hogy g(x) > g(a).

A g fuggvénynek feltételes lokalis szélsbértéke van az a pontban az f = 0
feltétel mellett, ha a-ban feltételes lokalis minimuma vagy feltételes lokalis
maximuma az f = 0 feltétel mellett.

Tétel (Lagrange féle multiplikator modszer). Legyen H C R?, f : H — RY,
g: H— Rés ac intH olyan pont, ahol f(a) = 0. Ha f és g folytonosan
differencialhat6 az a pontban, és g-nek lokalis szélséértéke van a-ban az

f = 0 feltétel mellett,



Lagrange féle multiplikator médszer

DEF. Legyen H C RP (ért.tart.), f : H — R? (“feltétel” vagy
"egyenletrendszer”), g : H — R ("célfiggvény”) és a € int H olyan pont, ahol
f(a) = 0.

Azt mondjuk, hogy a g fuggvénynek feltételes lokalis maximuma van az a
pontban az f = 0 feltétel mellett, ha van olyan r > 0, hogy a B(a,r) Cc H
koérnyezet barmely x pontjaban, amelyre f(x) = 0, igaz az, hogy g(x) < g(a).
A g figgvénynek feltételes lokalis minimuma van az a pontbanaz f =0
feltétel mellett, ha van olyan r > 0, hogy a B(a, r) C H kérnyezet barmely x
pontjaban, amelyre f(x) = 0, igaz az, hogy g(x) > g(a).

A g fuggvénynek feltételes lokalis szélsbértéke van az a pontban az f = 0
feltétel mellett, ha a-ban feltételes lokalis minimuma vagy feltételes lokalis
maximuma az f = 0 feltétel mellett.

Tétel (Lagrange féle multiplikator modszer). Legyen H C R?, f : H — RY,
g: H— Rés ac intH olyan pont, ahol f(a) = 0. Ha f és g folytonosan
differencialhat6 az a pontban, és g-nek lokalis szélséértéke van a-ban az

f = 0 feltétel mellett, akkor a grad g(a), grad fi(a), ..., grad fy(a) vektorok
linearisan 0sszefliggbek,



Lagrange féle multiplikator médszer

DEF. Legyen H C RP (ért.tart.), f : H — R? (“feltétel” vagy
"egyenletrendszer”), g : H — R ("célfiggvény”) és a € int H olyan pont, ahol
f(a) = 0.

Azt mondjuk, hogy a g fuggvénynek feltételes lokalis maximuma van az a
pontban az f = 0 feltétel mellett, ha van olyan r > 0, hogy a B(a,r) Cc H
koérnyezet barmely x pontjaban, amelyre f(x) = 0, igaz az, hogy g(x) < g(a).
A g figgvénynek feltételes lokalis minimuma van az a pontbanaz f =0
feltétel mellett, ha van olyan r > 0, hogy a B(a, r) C H kérnyezet barmely x
pontjaban, amelyre f(x) = 0, igaz az, hogy g(x) > g(a).

A g fuggvénynek feltételes lokalis szélsbértéke van az a pontban az f = 0
feltétel mellett, ha a-ban feltételes lokalis minimuma vagy feltételes lokalis
maximuma az f = 0 feltétel mellett.

Tétel (Lagrange féle multiplikator modszer). Legyen H C R?, f : H — RY,
g: H— Rés ac intH olyan pont, ahol f(a) = 0. Ha f és g folytonosan
differencialhat6 az a pontban, és g-nek lokalis szélséértéke van a-ban az
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leképezés.
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konstansszorosa: grad f = X - grad g. Ezt az egyenletrendszert kaptuk:

x2+y2—5:O;
2X = A;
2y =2\

Megoldva A = £2, x = +1, y £ 2.

Tehat két megoldas van: (x, y) = (1,2) vagy (x,y) = (—1,—-2); ezek a
gyanus pontok, kdzoéttlik van a minimum és a maximum is, meg az is aki csak
rosszkor volt rossz helyen.

Behelyettesitve g(1,2) = 5, g(—1,-2) = —5. Tehataz x®* + y2 —5=10
feltétel mellett x + 2y maximuma 5, minimuma —5.
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Példa. Hatarozzuk meg xyz legnagyobb értékét az x + y + z = 5,
X2 + y? + 22 = 9 feltétel mellett.
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Lagrange féle multiplikdtor médszer, 2. példa
Példa. Hatarozzuk meg xyz legnagyobb értékét az x + y + z = 5,
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Lagrange féle multiplikdtor médszer, 2. példa
Példa. Hatarozzuk meg xyz legnagyobb értékét az x + y + z = 5,
X2 + y? + 22 = 9 feltétel mellett.
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Olyan pontokat keresiink, ahol grad fy = (1,1,1), grad f, = (2x,2y,22) és
grad g = (yz, zx, xy) linarisan 6sszefliggd.



Lagrange féle multiplikdtor médszer, 2. példa
Példa. Hatarozzuk meg xyz legnagyobb értékét az x + y + z = 5,
X2 + y? + 22 = 9 feltétel mellett.
Feltétel: fi(x,y,2) =x+y+2z—-5=0, h(x,y,2) =x* +y* +2° -9 =0;
celftiggvény: g(x,y, z) = xyz.
A Weierstrass-tétel miatt van minimum és maximum.
Olyan pontokat keresiink, ahol grad fy = (1,1,1), grad f, = (2x,2y,22) és
grad g = (yz, zx, xy) linarisan 6sszefliggd.
gradg = A\ - grad fy + Ao - grad

Xo- (Yz,zx,xy) =M - (1,1,1) + Xo - (2x,2y,22)



Lagrange féle multiplikdtor médszer, 2. példa
Példa. Hatarozzuk meg xyz legnagyobb értékét az x + y 4+ z = 5,
X2 + y? + 22 = 9 feltétel mellett.
Feltétel: fi(x,y,z2) =x+y+2z—-5=0, fo(x,y,2) = x>+ y* + 22 =9 = 0;
celftiggvény: g(x,y, z) = xyz.
A Weierstrass-tétel miatt van minimum és maximum.
Olyan pontokat keresiink, ahol grad fy = (1,1,1), grad f, = (2x,2y,22) és
grad g = (yz, zx, xy) linarisan 6sszefliggd.
gradg = A\ - grad fy + Ao - grad
Xo- (Yz,zx,xy) =M - (1,1,1) + Xo - (2x,2y,22)
Ez az egyenletrendszert kell
megoldanunk:
X+y+z-5=0
C4+yP+22-9=0
)\0~yZ:)\1 + Ao - 2X
Ao - ZX = A\ +)\22y
)\Q-XyZ)q + Mo - 22.



Lagrange féle multiplikdtor médszer, 2. példa
Példa. Hatarozzuk meg xyz legnagyobb értékét az x + y + z = 5,
X2 + y? + 22 = 9 feltétel mellett.
Feltétel: fi(x,y,2) =x+y+2z—-5=0, h(x,y,2) =x* +y* +2° -9 =0;
celftiggvény: g(x,y, z) = xyz.
A Weierstrass-tétel miatt van minimum és maximum.
Olyan pontokat keresiink, ahol grad fy = (1,1,1), grad f, = (2x,2y,22) és
grad g = (yz, zx, xy) linarisan 6sszefliggd.
gradg = A\ - grad fy + Ao - grad

Xo- (Yz,zx,xy) =M - (1,1,1) + Xo - (2x,2y,22)

Ez az egyenletrendszert kell
megoldanunk:
Vagy helyette

X+y+z-5=0 X+y+z-5=0
X2+y2+22—9:O X2+y2+22_920
Ao-YZ=X A+ X -2x yz zx zy
)\()'ZX:)\1—|—)\2-2}/ det 1 1 1 =0
Xo- XY = A+ Ae - 2z, 2x 2y 2z




Szorgalmi hazi feladat

A lokalis szlrjektivitas tételéhez sokkal kevesebb feltétel is elég lenne.
Példaul a bizonyitas egy kicsi médositasaval nincs is sziikség arra, hogy
folytonos a derivalt

Vezessik le a lokalis szlrjektivitas tételét a Brouwer-fixponttételbdl, és
prébaljunk minél gyengébb feltételt kitalalni, amivel a lokalis szlrjektivitas
tétele még igaz marad.

Hogyan gyengiti ez a Lagrange multiplikator médszer szlikséges feltételeit?



Legkdzelebb oktober 9-én, kedden, személyesen folytatjuk a magasabb
rend( derivaltakkal.



Legkdzelebb oktober 9-én, kedden, személyesen folytatjuk a magasabb
rend( derivaltakkal.

Vége



