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1. Integraltételek sikban

Sikvektorok keresztszorzata, irdnyitott szoge. Egyszert zart gorbék, Jordan-gorbetétel (bizonyitas nélkiil). Egy-
szerli zart gorbe irdnyitasa. Green-tétel (bizonyitds norméltartomdnyra, és a bizonyitds vdzlata az dltaldnos
esetben). Kiils6 normaélis. Newton-Leibniz formula sikban. Mese a kertiinkben felors és 6rvényls talajviztol.
Forrds- és orvényerGsség és -stirtiség, divergencia, rotdcié. Filiggetlenség a koordindta-tengelyek irany&tdl.
Gauss-Osztrogradszkij tétel. Stokes-tétel. [LTS2, 200-210. o.]

1.1. definicié. A a, b € R? sikvektorok "keresztszorzata"

b
ax b= dlbg — (Zgbl = det (Z; b;) ,

iranyitott szoge az a ¢ € R/217 sz6g, amelyre
lal - |b| - cos = (a,b), |a|-|b] -sinp=axb

1.2. definicié. A v : [a,b] — RP gorbe "egyszerd, zdrt", ha folytonos, ~v(a) = v(b), és a két végpont
kivételével injektiv (pl. az |a,b) intervallumra megszoritva injektiv.)

1.3. definicié. Ha v : [a,b] — R? egyszerd, zdrt gorbe, és a ¢ € R? pont nincs rajta a gorbén, akkor
n(vy,c) € Z jelenti azt, hogy a 7 eldjelesen hanyszor "kerili meg" a ¢ pontot. Neve: a gorbe c-re vonatkozo
indexe. A gorbeindexet sokféle paraméteres vonalintegrdllal is felirhatjuk, példdul

1 1 — — (y —
n(vy,c) = —/ d(szé’g(x — c)) = _/ (x —c1) d£123 (y 02)2dy
2T Jxey 21 Joey (@—a)?+(y—c)
vagy komplex vonalintegrdllal
n( C) o L/ dz
LA B

A gorbeindexr mindig egész szdm.

1.4. tétel (Jordan-féle gorbetétel). Ha vy : [a,b] — R? egyszerd, zdrt gérbe, akkor az RQ\’y([a, b]) nyilt hal-
maz két dsszefiiggd komponensbdl dll, az egyik komponens korldtos (a gorbe "belseje"), a mdasik komponens
nem korldtos (a gorbe "kilseje"), és mindkét komponens hatdra a .

A gorbe kiilsd pontokra vonatkozo indexe 0, a belsd pontokra vonatkozo index vagy mindenhol +1, vagy
mindenhol —1. Az elsd esetben a gorbét "pozitiv irdnyitdsunak”, a mdsodik esetben "negativ iranyitasinak”
nevezzuk.

(Erdds Palnak az a mondésa, hogy valaki "a Jordan-tételt tanulmanyozza", azt jelentette: az illets
borténben van.)

1.5. definicié. K C R? "Jordan-tartomdny", ha eqy eqyszert, zdirt, folytonos gérbe hatdrolja.
A tovabbiakban a hatdrgorbét, pozitiv irdnyitdssal, 0K fogja jeldlni.

1.6. definicié. Legyen G C RP nyilt. A G — R fiigguényeket "skaldrmezdonek”, a« G — RP fiiggvényeket
"vektormezdnek" fogjuk hivni. A fiigguényeknél megszokott formuldkkalbBeszélhetink a mezdk simasdgdrol
(pl. 8-szor folytonosan differencidlhato vektormezd).



1.7. tétel (Green). Legyen K Jordan-tartomdny, amelynek a hatdra rektifikalhato, legyen G D cl K nyilt,
és [ : G — R folytonos.
(a) Ha % létezik és folytonos cl K-n, akkor

/ fdy:/ gdxdy.
0K K 0z

létezik és folytonos cl K-n, akkor

<

(b) Ha ay

gl

fdx:—/ gdxdy.
oK K Oy

Bizonyitas. (bl). Ha K normaltartomény: a bizonyitas lényege, hogy K minden fiiggéleges szekcidjan
alkalmazzuk a Newton-Leibniz formulét.

A OK négy részre vaghaté: a felsG és az alsé hatdrolé gorbe grafikonja v, és 73, és két fliggSleges
szakasz o és 4. A fels6 fiiggvénygrafikonon jobbrdl balra kell végigmenniink.

A két fiiggvény grafikon legyen (x, o(x)) és (z,1(x)), a kdzos értelmezési tartomény az [a, b] intervallum.

A fiiggbleges szakaszokon az x szerinti vonalintegral 0.

[ o ([ ) i

:_/wfdx—/%fdx:— adex.

(al) Hasonldan, az x és y felcserélésével. (Ez a titkkrozés megforditja a hatar irdnyitasat, ezért azt meg
kell forditanunk; itt jon be még egy negativ elgjel.)
Altaldban:

e A fentiek bizonyitanak példaul konvex sokszogekre.

e Atlokkal vagy akdr parhuzamos szakaszokkal szétvagva-osszeragasztva megkapjuk az allitdst tetszéleges
zart torottvonalra.

e Az dltaldnos esetben a hatargdrbét beliilr6l kozelitjiik torottvonalakkal, majd hatdratmenet.

1.8. kovetkezmény (Jordan-tartomdany teriilete).

1
t(K):/ xdy:—/ ydx:—/ x X dx.
0K 0K 2 Jox

Bizonyitas. Green-tétel az f(x,y) = z, illetve f(x,y) = —y fiiggvényekre vagy a kettd Gsszegére.

1.9. kovetkezmény. FEqgyszeri zdrt gorbén, aminek a belsejében is rotdaciomentes eqy vektormezd, a vo-
nalintegrdal 0. Ezt mdr megcsindltuk a Goursat-lemmdval, de a Green-tétel is mikodik:

/ (f, dx) = fidx + fgdy:—/%dxdy—i—/%dxdy:/ (%—%> dx dy = 0.
0K 0K oK Kk Oy K Ox K\ Oz dy

1.10. megjegyzés. A fentick elmondhatok olyan tartomdnyokra is, amelyeket egynél tébb zdrt gorbe
hatdrol, ha a gorbéket megfelelden irdnyitjuk. Legyen K C G olyan halmaz, amelynek hatdra véges sok,
diszjunkt, egyszerd zdrt, rektifikalhato gorbébdl dll (a tovdbbiakban: krumpli), akkor K hatdrgorbéit le-
hetséges gy iranyitani, hogy az K kilsd pontjaikra vonatkozo indeze 0, a belsd pontokra az indexdsszeg
+1 legyen. A tovdbbiakban OK (a krumpli héja) ezeknek az irdnyitott hatdrgorbéknek a halmazdt fogja
jelenteni, és az faK a gorbéken vett integrdlok 6sszegét.

Az dsszeragasztos-approximdlos modszer ezekre is mikodik, igy a Green-tétel és fenti kovetkezményei
az ilyenekre is kiterjeszthetdk.



A tovabbiakban v mindig szakaszonként folytonosan differencidlhaté lesz.

1.11. definicié. A v sebességuektora a t iddpontban (t) = (&(t),y(t)). Ha ez nem a nullvektor, akkor az

b v A (@) —an°e). o Ml s Jigh p — W)
érintovektor” t = ROl = i Ennek (—90°)-kal elforgatottja a "kilsé normdlis”": n = i

Az tvhossz szerinti integrdlokndl haszndlni fogjuk a ds = | dx|, a terilet szerinti integrdlokndl az
dA = dx dy jeloléseket. A szokdsos helyettesitésekkel a gorbén

tds = (dz, dy), nds=(dy,— dz).

1.12. tétel (Newton—Leibniz formula). Ha cl(K) C G C R? egyszeresen dsszefiiggd Jordan-tartomdny,
aminek a hatdra pozitiv iranyitdsi, szakaszonként folytonosan differencidlhato gorbe, és f: G — R folyto-
nosan differencialhato, akkor

/ grad f dA = fnds.
K

oK

Bizonyitas.
_ [ dy _ /. fdy):<f szdA):
oK fnds /8K / (_ d$> (_ Ta{}( fdx fi D,fdA /K grad f dA.

1.13. megjegyzés. Elmondhatjuk ugyanezt egydimenzioban, eqy f : [a,b] — R folytonosan differencidlhato
fiigguényre. A hatdr két, eqységnyi sulyd pontbdl dll: a felsd végpontban a "kifelé mutaté normdlvektor” a
+1, az alsé végpontban —1. Ezért f[a . f(x)dz = f(a) - (=1)+ f() - (+1).

1.14. mese. A kertinkben feltord talajviz forrdserdssége és -strisége.

1.15. definicié. Legyen G C RP nyilt és £ : G — RP differencidlhato. Az £ vektormezd "divergencidja”
vagy "forrdsstrisége”

fi
divf=Difi+ Dofo+ ...+ Dyf, =(V,f)=tr f/ =V* j:Q
fv
1.16. tétel. A divergencia nem filigg a koordindtarendszer irdnydtol.
Bizonyitas. Altaldban, mi torténik, ha a szokdsos koordinata-rendszerrsl a (uy,...,u,) koordindta-
egységvektorokra tériink at? Az 1j koordindta vektorokbdl egy T' = (uy,...,u,) métrixot készithetiink,

ami ortogondlis (azaz T'T = TT" = I avagy T~' = T"), és pozitiv irdnyitdsi (azaz detT = 1). Ha egy
vektor koordindtdi a régi rendszerben x, az 1j rendszerben y, akkor y = T"x.
A T transzformécié megtartja a skaldris szorzatot: tetszéleges x,y vektorokra

(T'x, T'y) = (T'x) (T"y) = x'"(TT")y =x'y = (x,¥).

Az u; irdnyt irdnymenti derivalt Dy, = ulV; az 4j rendszerben a derivélé operdtor

Dy, uj
Vg=| 1 |=]|:|V=TV.
Dy, w,

Avagy, skaldrmezd gradiensvektora az 1j koordindta-rendszerben
grady; f = T" grad,,; f-
N1

A vektormezdket is az dj koordinata-rendszerben irjuk fel, tehdt V-t nem az f = | : | fliggvényre,

o
hanem az fy; = T'f fugvényre kell alkalmaznunk.
Tehat
diVﬁj fflj == szfﬁj - (VtT)(th) = Vt(TTt)f - th = le f



1.17. tétel (2-dimenziés Gauss-Osztrogradszkij tétel, divergenciatétel). Ha cl(K) C G C R? egyszere-
sen 6sszefliggd Jordan-tartomdny, aminek a hatdra pozitiv irdnyitdasi, szakaszonként folytonosan differen-
cidlhatd gorbe, és f: G — R? folytonosan differencidlhatd vektormezd, akkor

/divf dA:/ (f,n ds).
K oK

Bizonyitas.

/8K<f,nds>:/aK(f1(— dyyefrde) = [ fave | d:z::/KDxfldAJr/KDyfydA:/KdivfdA.

0K

1.18. megjegyzés. A Gauss-Osztrogradszkij tétel lehetdséget ad a divergencia eqy koordindtafiiggetlen
definiciojara, eqy pontra osszehiizodo krumplikkal.

1.19. mese. A kertinkben orvényld erdtér drvényerdssége és -siriisége

1.20. definicié. Két dimenzioban az f vektormezd "rotdcidja” vagy "orvénysirisége”
rotf = Difo — Dofi =V x f=det(V,f)
1.21. tétel. A rotdcio nem filigg a koordindtarendszer irdnydtdl.
Bizonyitas.
roty £ = det(Vy, £y) = det(T"V, T'f) = det (T" - (V,f)) = det T" - det(V,f)) = 1-rot f.
1.22. tétel (Stokes). Ha cl(K) C G C R? egyszeresen dsszefiiggd Jordan-tartomdny, aminek a hatdra

pozitiv irdnyitdsi, szakaszonként folytonosan differencidlhato gorbe, és £ : G — R? folytonosan differen-
cidlhato vektormezd, akkor

/Krotf dA:/aK(f, dx>:—/8Kf><(nds).

Bizonyitas. A masodik két integrdl ugyanaz, mert

—f x (nds) = —(f1, f2) X (dy, — do) = fi dz + fo dy = (f, dx).

Ezutédn a Green-tételt kétszer alkalmazva,
/ it dx>:/ (f dx+f2dy):/ <—D2f1+/D1f2> dA:/(rotf) dA.
oK oK K A K

1.23. megjegyzés. A Stokes-tétel lehetdséget ad a rotdcid koordindtafiiggetlen definicidjdra, eqy pontra
0sszehuzodo krumplikkal.

Feladatok

1.1. feladat. FEllendrizziik kozvetlendil, és vezessiik le a Newton—Leibniz foruldbol és a Stokes-tételbdl is,
hogy tetszdleges K Jordan-krumplira
/ nds = 0.
0K

1.2. feladat. Irjuk fel olyan folytonosan differencidlhats f : R? — R figguényt, amire igaz, hogy tetszéleges,
eqységnyi stiriségi K C R? Jordan-krumpli origora vonatkozo tehetetlenségi nyomatéka eqyenld az f
fligguény OK -n vett, (a) x szerinti vonalintegrdljaval; (b) y szerinti vonalintegrdljdval; (c¢) mindkettdvel.



1.3. feladat. Irjuk fel olyan folytonosan differencidlhats f : R? — R figguényt, amire igaz, hogy tetszéleges,
A teriiletd K C R? Jordan-krumpli silypontja

1
— fn ds.
A Jox

1.4. feladat. Legyen 0 < a < I, és y(t) = (cost,sint), ha [t| < a.

27
/nds =7
.

1.5. feladat. A grad, div, rot operdcickbol 9-féle kompozicio készithetd: gradrot stb. Ezek kézil melyek
értelmesek? Melyek azonosan nulldk?

1.6. feladat. Igazoljuk, hogy minden (elég sima) R?> — R? vektormezd felbonthatd egy divergenciamentes
és eqy rotaciomentes vektormezd Gsszegére.



2. Integraltételek harom dimenziéban

Folytonsan differencidlhaté paraméteres feliiletek. Felszin, normalvektor. Felszin szerinti és feliileti integralok.
A Green-tétel térbeli megfelelGje. 3-dimenziés NL-formula. Gauss-Osztrogradszkij tétel. Rotédcié. A rotdcié
fiiggetlen a koordindta-rendszertdl. Stokes-tétel. Kelvin-Stokes tétel (bizonyitas nélkiil). Kapcsolat a Maxwell-
egyenletek differencidlis és integralis alakjai kozott. [LTS2, 211-221. o.]

2.1. definicié. Ha P € J(R?), akkor a P — R® fiigguényeket fogjuk "paraméteres feliiletnek” hivni.
Beszélhetiink folytonos, differencidlhato, folytonosan differencidlhato, darabonként folytonosan differen-
cidalhato feliiletekrdl is.

2.2. mese. A felszint nem lehet egyszeriien a beirt poligonok felszinének szuprémumaként definidlni (1d.
hengerbe beirt lampion).

2.3. definicié. Ha S : P — R?® darabonként folytonosan differencidlhato feliilet, akkor

__)
. — dA DISX DQS
dA = DS x D»S dud dA| =|dA = -

1S x DyS du dw, [dA[ = [d4], n |dA|  |D1S x D,S|

(teriiletelem, felszinelem, irdnyitott normdlvektor).
Az S feliilet felszine

A / D1S x DS du dv — / Al
u,veEP S

Ha f valamilyen skaldr- vagy vektormezd, akkor f "felszin szerinti integrdlja” az S felileten
/f|dA| :/ f(S(u,v)) |D1S x DyS| du dw.
S (u,v)EP
Ha x valamilyen szorzas (bilinedris figgvény), akkor
__)
/f xdA = F(S(u,v)) * (DS x DyS) du do.
S (u,v)eP
Specidlisan, ha x a skaldris szorzds, akkor f "feliilet szerinti integrdlja” az S feliileten
H
/<f, dA) = / <f(5(u, v)), D1S % D2S> du dv.
S (u,v)eP

2.4. megjegyzés. Ha S(u,v) = (u,v,o(u,v)) egy kétvdltozos figguény grafikonja, akkor a "felfelé” mutato
teriletvektor

_>
dA= | —-D,p | dudv.
1
A grafikon felszine tehdt
A= V (Dup)? + (Dop)? + 1 du do.
(u,w)EP

(Kb. ezt is vdrjuk.)

2.5. megjegyzés. Meg lehetne vizsgdalni, mu torténik, ha a feliletet dtparaméterezziik eqy ¢ : QQ — P
leképezéssel...

2.6. lemma. (a Green-tétel harom-dimenzids vdltozatdnak is tekintheté) Ha G C R? nyilt, K C G korldtos,
zdart krumpli, aminek a OK hatdra darabonként folytonosan differencidlhato feliilet, és ezeken az irdnyitott
normdlvektor mindig kifelé mutat, tovabbd f : G — R folytonosan differencidlhats, végil i € {1,2,3},
akkor

/D,-de: £ dA;.
K oK

(dV = dx dy dz a térfogatelem; (ﬁz a (?4 tertletvektor i-edik koordindtdja.)



Bizonyitas. (Csak szép norméltartoméanyokra.) Legyen i = 3, tegyiik fel, hogy K norméltartomény
a P szép paramétertartomdny folott. A alsé és a fels§ grafikon legyen most is p(z,y) és ¥(z,y), tehat
K = {(z,y,2) : (z,y) € Pyp(z,y) < z < ¢(x,y)}. A hatdr fiiggéleges darabjain dA; = 0, tehét a z
szerinti integrdl 0. Az alsé grafikonon a lefelé mutaté normélvektort kell hasznadlnunk.

N —Dyi(x,y) Dyp(x,y)
[y - / f@,y, (e y) | —Dolery) | dedy+ / f@, (o) | Dogle,y) | dedy =
K P 1 P _1

3 3

~ [t vte9) = Fopplan) dody = [ ( / f()) Dyf(r.y,7) dz) dedy= [ Dafav.

2.7. tétel (Newton-Leibniz formula). Ha G C R? nyilt, K C G korldtos, zdirt krumpli, aminek a OK
hatdra darabonként folytonosan differencidlhato feliilet, és ezeken az irdnyitott normdlvektor mindig kifelé
mutat, tovabbd f : G — R folytonosan differencidlhato, akkor

/gradde: fd—1>4.
K

oK

Bizonyitas. A Lemmét hdromszor alkalmazva,

_>
D, fdV fd_z>41 N
/gradde:/ Dy f dV :/ fdA, =/ f dA.
K K \Dsf dV 0K fﬁg 0K
2.8. kovetkezmény.
/ dA =0,
oK

Bizonyitas. Newton—Leibniz formula a konstans 1 fiiggvényre.

2.9. tétel (3-dimenziés Gauss-Osztrogradszkij tétel, divergenciatétel). Ha G C R? nyilt, K C G korldtos,
zart krumpli, aminek a OK hatdra darabonként folytonosan differencidlhato feliilet, és ezeken az irdnyitott
normdlvektor mindig kifelé mutat, tovdbbd £ : G — R? folytonosan differencidlhato, akkor

/ divEdV = [ (£,dA).
K oK
Bizonyitas.

— o — —
/ divf dV = / <D1 £1dV + Dyfy AV + Ds fy dv) - / (fldAlJr Fod Ay + fgdA;;) - / (£, dA).
K K oK oK

2.10. definicié. Az f : G — R3 vektormezd rotdcidja

Dy fs — D3 fo
rotf =V x f = det(V,f,1) = | D1 fi — D f;
D3f2 _DZfl

2.11. megjegyzés. A rotdcict tekinthetjiik eqy R® — R linedris fiigguénynek:
x — (rot f, x).

2.12. tétel. A rotdcio nem fiigg a koordindtarendszer irdanydtol.



Bizonyitas. Megint vegyiik a T transzformadciét; azt fogjuk megmutatni, hogy barmilyen v vektorra
(roty; £, Vi) = (rot £, v).
Es val6ban,

(roty; 5, vaj) = det(Vy;, £45, vgy) = det(T*V, T, T'v) = det <Tt -(V, f,V)) =det(V,f,v) = (rot f, v).

2.13. tétel (Stokes). Ha G C R3 nyilt, K C G korldtos, zdrt krumpli, aminek a K hatdra darabonként
folytonosan differencidlhato feliilet, és ezeken az iranyitott normdlvektor mindig kifelé mutat, tovabbd f :
G — R3 folytonosan differencidlhato, akkor

/rotde:—/ £ x dA.
K 0K

Bizonyitas.
— —
[i Dafs AV — [ D3fo AV Jorc F3d42 = Jorc FodAs .
/ rotf dV = | [ Dsfi dV = [ Difs AV | = | [, fidAs — [, fsd4 :/ (—f x dA).
K 0K
fK D1f2 dv - fK D2f1 dv fBK deAl — fE)K fldAQ

2.14. mese. Gauss-Osztrogradszkij tétel szerint divergenciamentes vektormezdnek minden szép krumpli
hatdrdn nulla a felileti integrdlja. FEz lehetdséget ad a primitiv fligguényrdl szolo fejezet dltaldnositdsdra:
meq lehetne csindlni a Goursat-lemma feliileti integrdlokrdl szolo varidnsdt, és bebizonyitani, hogy minden
nullhomotop zdrt felileten (vagy akdr csak poliéderen) nulla a felileti integrdl. Ezzel az eszkdzzel be tudjuk
bizonyitani példdul azt, hogy R®\ {(0,0,0)} nem homeomorf R3-bel.

2.15. tétel (Kelvin—Stokes). Ha S C G egy irdnyitott, peremes feliilet, ami mondjuk darabonként foly-
tonosan differencidlhato, a hatdra pedig rektifikdlhatd, valamint £ : G — R3 folytonosan differencidlhatd

vektormezd, akkor [((rotf,dA) = [, (f, dx).

2.16. mese. (Mazwell-egyenletek) Az 1. és III. egyenletnél a Gauss-Osztrogradszkij tétel, a II. és IV.
egyenletnél a Kelvin-Stokes tétel a kapcsolat a differencidlis és az integrdlis alakok kozott.

Maxwell-egyenletek
Megnevezés Sorszam | Differencialis alak Integralis alak
. _P p
Gauss-torvény L V-E= P % E-dA = [ -dV ==X
0B d
Faraday-lenz-térvény 1I. VxE= —O:— 7&]‘3 cdl = — —f B-dA
an Jr dt [,
Gauss magneses torvénye | II1. V-B=0 ;6 B-dA =0
Ja
N 1 9E B 1d
Ampére-torvény V. V xB=puJ + 250 i B-dl= ﬂo[‘ -dA + =y E -dA
Feladatok

2.1. feladat. Legyen P = {(u,v) € [0,1]* : w*+0v* < 1}, g(u,v) = (u,v,u?+0v?), F = g(P) és f(z,y,z) =
(x,y,2). Irjuk dt (esetleg tobbszords) Riemann-integrdlld a kovetkezd felszini/feliileti integrdlokat.
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2.2. feladat. Rdigzitett a € R® mellett legyen (a) f(x) =z xa (x € R?); (b) f(x) =a x x (v € R3).
div f =7 rot f =7

2.3. feladat. Allapitsuk meg, hogy a div, rot, grad operdtorok lehetséges 9 parositdsabol (div div, divrot, ... )
melyek alkalmazhatdak kétszer folytonosan differencidlhato R? — R fiigguényre, illetve R3 — R3 leképezésre,
és kozilik melyek adnak mindig nulldt!

2.4. feladat. Legyen f : R® — R3 sima (akdrhdnyszor differencidlhatd) vektormezé. Igazold, hogy

div grad f;
rotrot f = graddiv f — | div grad fs
div grad f3

2.5. feladat. Legyen fi(x,y,2) = zyz és folx,y,2) = x> + y> + 22. Konstrudlj olyan f; : R? — R3
figgvényt, amire az (f1, f2, f3) vektormezd felileti integrdlja tetszdleges zart gomfelileten megegyezik a
gomb térfogatdval.

2.6. feladat. Legyen B = {(:U,y,z) st 4+t 422 < 1} az eqységgomb, és legyen f(x,y,z) = (yz,x —

2,2 —Y).
(a) /aB<f’ <f€>:? (b)/anx a5 =7

2.7. feladat. Szamitsuk ki az r sugari gomb felszinét a divergenciatételbdl, az f(x,y,z) = (x,y, z) vek-
tormezd feliileti integrdljabaol.

2.8. feladat. Vegyiik az eqységgombfeliiletnek az elsd térnyolcadba esd részét. Hol van ennek a sulypontja?

2.9. feladat. Az F' C R? konvex sokszdget a g zdrt, irdnyitott téréttvonal hatdrolja. A siklap jobbkézszabdly
szerint irdnyitott teriletvektora A. Igazold, hogy

/Tzl/xxdx.
2 g

Hogyan lehet ezt az dllitdast visszavezetni a Kelvin-Stokes tételre?

2.10. feladat. Igazoljuk, hogy a Gauss-Osztrogradszkij és a Stokes-tétel akkor is teljesil (mondjuk tet-
raéderre, majd poliéderekre), ha a vektormezd differencidlhatd, €s a koordindtafiggvényeinek a parcidlis
deridltjai integralhatok.

2.11. feladat. Az f: R3\ {(0,0,0)} — R® vektormezd akdrhdnyszor differencidlhatd, divergenciamentes,
és az origd eqy pontozott kényezetében korldtos. Bizonyitsd be, hogy van olyan g : R?\ {(0,0,0)} — R3
vektormezd, amire f = rotg.

2.12. feladat. Mi lehetne a parcidlis integrdlds a 3-dimenzids divergenciatétellel?

2.13. feladat. (a) Legyen G C R3 és ¢ (u,v) egy [0,1]* — G folytonosan differencidlhaté paraméteres
feliiletsereg, ami az egységnégyzet minden régzitett (u,v) hatdrpontjdra figgetlen a t paramétertdl. Legyen
F:G — R folytonosan differencidlhato, divergenciamentes vektormezd. Mutasd meg, hogy az I(t) =
fo fo D,¢i(z,y) x Dyoy(z,y), F(p(z,y)) do dy paraméteres feliileti integrdl nem figg t-tdl.

(b) Legyen G = R3\ {(0,0,0)}. Konstrudlj olyan G — R? divergenciamentes vektormezét, aminek az
eqységgombon vett felileti integrdalja nem 0.

(c) Igazold, hogy R3\ {(0,0,0)} halmazban az egységgimbfeliilet nem nullhomotdp.

(d) Igazold, hogy G nem homeomorf R3-nel.

2.14. feladat. Az f : R® — R? vektormezd akdrhdnyszor differencidlhatd és divergenciamentes. Bizonyitsd
be, hogy van olyan g : R® — R3 vektormezd, amire f = rot g.

2.15. feladat. Mutassuk meg, hogy minden f : R3\ {(0,0,0)} — R3 sima vektormezd elddll eqy divergen-
ciamentes €s eqy rotdaciomentes vektormezd dsszegeként.
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