An4 vazlat

(Utols6 médositas: 2018. marcius 6., 22:54)
Hivatkozasok

[LTS2] Laczkovich Miklés — T.S6s Vera: Analizis II. (ELTE jegyzet, Nemzeti Tankonyvkiado)

|Petruska| Petruska Gyorgy: Analizis II. Egyetemi jegyzet, ELTE E6tvos Kiado, 1988.

3. A Lebesgue-mérték

[Petruska, 51-52, 55, 69, 81-82. o.]

Halmazrendszerek, megszoritds. Additiv és o-additiv halmazfiiggvények. Halmazalgebra, gytrid, modulus,
félgytiri, o-algebra, o-gytrd. Generalt struktirdk. Halmazstruktrak megszoritdsai. Borel-halmazok top. te-
rekben. Mérhets tér. Mérték. Megszdmlalhat6é unié és metszet mértéke.

3.1. Mérhets terek és mértékek

Alaphalmaz és részhalmazai (nagy betiik, X), halmazrendszerek (irott nagy bettik, P(X)), > ), hal-
mazfiiggvények (kis gorog betiik)

3.1. definicié. Halmazalgebra, o-algebra, gyird, o-gyird, modulus és félgydrd. Halmazrendszer meg-
szoritdsa. Generdlt algebra, o-algebra, gydri, o-gydrd, modulus. Borel-halmazok. (Gs, Fys stb. halmazok.)
Mérhetd tér.

3.2. definicié. Halmazfiigguény. Monoton, additiv, o-additiv, szubadditiv, o-szubadditiv figguények. Mérték.

3.3. lemma. Ha o mérték, Ay, ..., A, pdronként diszjunkt mérhetdk, akkor p(UrA;) = >0 u(A;).
Ha A C B, akkor n(A) < u(B).
Ha A C B és u(A) < oo, akkor n(B\ A) = u(B) — p(A).

3.4. tétel. Ha A; C Ay C ..., akkor u(UA,) = lim u(A,).
Ha A; D Ay D ... és u(Ay) < oo, akkor u(NA,) =limu(A,). (V.6. A, = (n,00))

3.2. Lebesgue-mérték

3.5. tétel (dlomgyilkos tétel). Nem létezik pozitiv, normdlt, eltolisinvaridns, o-additiv u : P(R") — R
fugguény.

Bizonyitas. Tegyiik fel indirekte, hogy mégis létezik egy ilyen p fiiggvény.

A C =[0,1)" kockdban legyen két pont ekvivalens, ha a kiilénbségiik minden koordindtédja racionalis.
Legyen A C C olyan halmaz, amely minden ekvivalenciaosztdalybdl pontosan egy pontot tartalmaz. En-
nek megszamlalhat6 sok eltoltja lefedi C-t, tehat u(A) > 0. Madsrészt mindegyik eltolt része a [—1,2)"
kockédnak, ezek diszjunktak, tehat p(A) = 0...

3.6. definicié. Lebesque-féle kiilsé mérték RP-ben, X
(a) Fedés téglikkal;
(b) Fedés Jordan-mérhetd halmazokkal

3.7. tétel.
A kétféle definicio ekvivalens.
A(0) = 0.
X monoton.
X < k (Jordan-féle kiils6 mértek)
Ha K kompakt, akkor \(K) = k(K).



Ha A Jordan-mérhetd, akkor N(A) = t(A).
Egybevagosdginvaridns

Mc-A) = |c|P - A(A).

A X\ figguény o-szubadditiv.

3.8. mese. Megszamldalhato sok belsd tégla nem defindl 1ij belsd mértéket.

3.9. definicié. A Lebesque-féle belsé mérték lehetne akdr ez is: ha A C [0,1]P, akkor
A(A) =1 = A([0, 17\ 4)

Altaldban

A= Y (1-}([a1,a1+1)x...x[ap,ap+1)\A)>

(a1,...,ap)EZP

(V.6. Ha J Jordan-mérhetd és A C J, akkor b(A) =t(J) — k(J \ A).)

3.10. megjegyzés. A mérhetdséget a kiilsé és a belsd mértékek egyenldségével is lehetne definidlni, de
wnkdabb mélyen hallgatni fogunk a belsd mértékrdl, és a szokdsos mddon, kettévdgdssal definidljuk.

3.11. definicié. A C RP Lebesgue-mérhetd, ha minden H C RP esetén N(H) = \(H N A) + \(H \ A).
(A szubadditivitds miatt < automatikus; a kérdés az, hogy = vagy <.)

3.12. tétel. A Lebesque-mérhetd halmazok o-algebrdt alkotnak, és ezen a Lebesque-mérték o-additiv. (Bi-
zonyitds a kivetkezd fejezetben). A jele (...) vagy A,(...).

3.13. tétel. Minden Jordan-mérhetd halmaz egyben Lebesque-mérhetd is, tehdt a Lebesque-mérték tényleg
kiterjesztése a Jordan-mértéknek. (Bizonyitds a kovetkezd fejezetben).

3.14. definicié. A C R? "nullmértéki" vagy "Lebesque-nullmértéki"”, ha M\(A) = 0.
3.15. tétel. Minden nullmértékd halmaz mérhetd.
3.16. példa. ) Lebesque-mérhetd, del nem Jordan-mérhetd.

3.17. tétel. Minden pozitiv kiilsé mértékd halmaz tartalmaz nem mérheld halmaczt.

4. A mértékkiterjesztési tétel

[Petruska, 63-70. o.]

Relativ kiils§ mérték és kiils6 mérték. Nemnegativ halmazfiiggvényhez asszocidlt kiils6 mérték. A mérhetd hal-
mazok o-algebrdja. Félgytrtin additiv RKM egyértelmiien kiterjeszthets a generdlt gytrire. Mértékkiterjesztési
tétel. A kiterjesztés egyértelmiisége o-véges térben. Példa arra, hogy a kiterjesztés nem mindig egyértelmii.
(Petruska II, 12. fej.)

4.1. definicié. Legyen X #0, ) € AC P(X). Az a: A — [0,00] leképezés "relativ kilsé mérték", ha
1. a(@) =0, és
2. Barmely A, Ay, As, ... € A, AC U A, esetén a(A) <> 07 alA,).
Ha A="P(X), akkor o "kiilsd mérték".

4.2. példa.

1 ha H#0
A=PE0 atm =40 ET

A a Jordan-mérhetd halmazok gydrdje; o a Jordan-mérték

4.3. megjegyzés.
Minden mérték egyben kiilsé mérték is.
Minden relativ kilsé mérték monoton.



4.4. definici6. Legyen X £ 0, 0 € AC P(X), a: A — [0, 00| relativ kiilsé mérték. H C X esetén legyen

@o(H) = inf { Y a(d) A, e AHC| An}
n=1 n=1

(Ha H nem fedhetd le, akkor ¢o(H) = 00.)
A neve: az a-hoz asszocidlt kiilsé mérték.

4.5. lemma.
1. @u(...) kiilsé mérték.
2. Bdrmely A € A-ra 9,(A) < a(A).
3. Ha ¢ kilsd mérték X -en, amire A € A esetén p(A) < a(A), akkor ¢ < ¢,.
Vagyis, az a-ndl nem nagyobb kiilsé mértékek kozitt o, mazimdlis.

4.6. példa. A fenti példdban az asszocidalt kiilsd mértékek: & maga,illetve a kiilsé Lebesgue-mérték.

4.7. definicié. Legyen ¢ kiilsd mérték X-en. Az A C X halmaz p-re nézve mérhetd, ha bdarmely H C X
esetén
p(H) = o(HNA)+o(H\ A).

A p-mérhetd halmazok rendszere M.

4.8. megjegyzés. Megint csak a szubadditivitds miatt elég azt eldirni, hogy o(H) > o(HNA)+p(H\ A),
és ez persze trividlis akkor,ha ¢(H) = oo.

4.9. tétel. A fenti jolésekkel M, o-algebra és (X, M., p) mértéktér. Sot, tetszdleges Y C X halmazra ¢
mérték az M|y o-algebrdn is.

Bizonyitas. 0. Az X és () mérhetd.
Most hasznéljuk, hogy ¢(0) = 0.

1. Az M, algebra, azaz ha A, B mérhet6, akkor AU B, AN B és A\ B is mérheté:
Legyen H C X tetsz6leges. Az A, B halmazok a H-t négy részre osztjak: H = HyU H, U H,U H,;, (az
indexek azt jelzik, hogy az adott részhalmaz az A és B koziil melyiknek része. Az A, B mérhet&sége miatt

@(H) = p(H N A) +@(H\ A) = (¢(Ha) + ¢(Ha)) + (io(H) + p(Hy) ).
Atesoportositva és a szubbaditivitdst felhasznélva

o(H) <p(HN(AUB))+¢(H\ (AUB)) < (@(Huw) + ©(Ha) + @(Hb)> +@(Ho) = ¢(H);

() + (sp(Ho) + o(Hy) + o Ho) )

@ < (
p(H) <(HN(ANB))+o(H\ (ANB)) <y =
0 < @(Ha) + (9(Hy) + (Ha) + 9(Ho) ) = o(H)

(H);
(HN(ANB))+p(H\ (AN B)) .

Latjuk, hogy mindenhol egyenlgség van, tehat AU B, AN B és A\ B is jol vagja ketté a H halmazt.

2. A ¢ additiv M, |y-n:
Ha A, B mérhetck, és ANY és BNY diszjunktak, akkor A-val vagjuk ketté az (AU B) NY halmaxt:

o((AUB)NY) :<,0<((AUB)HY)OA>+<,0<((AUB)HY)\A> =p(ANY)+¢(BNY).

Indukciéval akdrhany halmazra is igaz.

3. M, o-algebra.
A megszamldlhat6 sok halmaz unidjit kicserélhetjiik paronként diszjunkt halmazok uniéjara: legyen
Bi = Az \ Uj<z'Aj7 ekkor U;.il Az = U;.il BZ



Legyen U, = By U...U B, és Uy, = |J;~, Bi; azt akarjuk igazolni, hogy U., mérhetd.

@ monoton U, = UB

P(H) " G (HNU,) + o(H\U,) > o(HNU,) +¢(H\Us)
_ S0<U(H N Bi)> + (I \ U) * ST (0 By + o(H \ Ule).
=1 =1
Most n — oo, majd o-szubadditivés:

s p o- szubaddltlv &
p(H) > @(HNB)+¢(H\Ux) (U (HNB;) ) +9(H\Us) = ¢(HNUsx) +¢(H\ Us).
i=1 =1
Tehat U, jol vagja ketté H-t.

4. ¢ o-additiv M, |y-n:
Tegyiik fel, hogy Ay, As,... € My, és az A;NY halmazok diszjunktak.

Zn: ¢<Al A Y) p additl’v:./\/l(p\y—on 0 ( O(Az A Y)) %] Inognoton . ( G(AZ ﬂ Y ) o- szubaddltlv Z (p A A Y

i=1 =1 i=1

Most n — oo:

[e.9]

is@(AmY)Sp(UA ﬂY) ZgoA ny).

=1 =1
Tenst o (U, (40 1) ) = T2,

4.10. kovetkezmény. A Lebesque-mérhetd halmazok o-algebrdt alkotnak.

4.11. kérdés. Igaz-e, hogy minden Jordan-mérhetd halmaz Lebesque-mérhetd?
Altaldban, igaz-e, hogy ha o relativ killsd mérték az A rendszeren, akkor A elemei mérhetdk o, szerint?

1 ha H#0D

0 haH -0, akkor o, = «, de csak O és X mérhetd.

4.12. példa. 1. Ha A = P(X), a(H) = {

(Hidnyzik az additivitds.)
2. Legyen A = {0}U{(c,00) : c € R}, (D) = 0, a((c,0)) = 1. Az additivitds igaz, csak semmitmondd,
most is csak két mérhetd halmaz van. (Van additivitds, de til soviny az A.)

4.13. lemma. Legyen A C P(X) félgyiri. Tetszdleges A, By, ..., B, € A halmazokhoz létezik olyan m
pozitiv egész és paronként diszjunkt Cy, . .., Cy, € A halmazok, amelyekre A\ (B1U...UB,) = C1U...UC,,.

Bizonyitas. Indukcié. n = 1-re éppen azt jelenti, hogy A félgytiri. Ha mdr vannak olyan diszjunkt
Cy,...,Cn € A halmazok, amelyekre A\ (ByU...UB,_1) =CyU...UC,, akkor

A\ (BiU...UB,) = (A\(Blu...UBn_1)> \ B, = (ChU...UC)\ By = (C1 \ By)U...U(Cw \ By):
az utolsé zardjelek tovdbb bonthatdk diszjunkt A-bel halmazokra.

4.14. tétel. Legyen A C P(X) félgyiri, o : A — [0, 00| relativ kiilsd mérték, ami még additiv is. Ekkor
A C My, €s oo|a = a, vagyis minden A-beli halmaz mérhetd p, szerint, €s ¢, az a kiterjesztése.



Bizonyitas. Azt mar tudjuk, hogy ¢.|4 = «a; azt kell igazolni, hogy minden A € A mérhets. Legyen
tehat A € A és H C X tetszbleges; a célunk ¢, (H N A) + po(H \ A) < ¢o(H). Ha ¢,(H) = 0o, akkor ez
trivi; feltehetjiik tehat, hogy . (H) véges.

Vegyiink egy tetszéleges e-t, és ehhez olyan By, By ... € A halmazokat, amelyek gy fedik H-t, hogy
Yoa(B,) < po(H) +e.

Mindegyik B,-re B, N A € A, és a B, \ A halmaz felbomlik paronként diszjunkt C,...,Cphy, € A
elemek unigjara. Az additivitas miatt a(B, N A) + 321", a(Cp) = a(B,).

Pa(HNA) + po(H\ A) < Z( (B, N A) +Z ) Z ) < olH) +e.

4.15. példa. Alljon A az R félig nyilt intervallumaibdl, és legyen a(A) = co ha A nemiires. Ekkor o
kiterjeszthetd az dsszes Borel-halmazra, de a kiterjesztés nem egyértelmd. Lehetséges kiterjesztés példdul a
konstans oo é€s a szdmldlomérték is.

4.16. definicié. Legyen A C P(X) és a: A — [0,00]. Azt mondjuk, hogy a H C X halmaz az a-ra nézve
o-véges, ha léteznek olyan Ay, Ay, ..., € M halmazok, amelyekre H C |J A, és mindegyik o(A,) véges.
(Ld. még: "o-véges mértéktér".)

4.17. tétel. Legyen A C P(X) félgyird, o : A — [0,00] relativ kiilsé mérték, ami még additiv is, és
tegyik fel, hogy X o-véges. Bdrmely M olyan o-algebrdra, amelyre A C M C My, az o egyértelmien
terjeszthetd ki M-re, azaz ha p mérték M-en, akkor p = @u|m.

Bizonyitds. A X olyan A;, As, ... € M halmazok uniéja, amelyekre minden «(A4,) véges. A 4.13. lem-
ma miatt ezeket kicserélhetjiik olyan diszjunkt C;; halmazokra, amelyekre A, \ (A U...UA4,1) =
Cn1 U...UCyu,. Ezeket a C;-ket egy sorozatba rendezve kapunk olyan Bj, Bs,... € A halmazokat,
amelyek uniéja X, a mértékiik véges, és még diszjunktak is.

A monotonitds miatt barmely H € M halmazra és barmelyik n indexre pu(H N B,,) < ¢o(H N B,) és
p(H\ By) < wo(H \ By), dsszeadva

a(Bn) = p(Bn) = p(H N Byn) + p(H \ By) < @a(H N By) + 0a(H \ Bn) = @a(Bn) = a(By),

és itt minden véges volt, tehat példaul u(H N B,) = @o(H N By,). Osszegezve

p(H) =Y p(HN B,) Z%HHB — oo (H N By,).
n=1

4.18. kévetkezmény (Caratheodory (Kovotavtivoc Kapodeodwer|) féle mértékkiterjesztési tétel). Ha A
gyird P(X)-en, a : A — [0, 00| additiv és o-szubadditiv, akkor kiterjeszthetd az A dltal generdlt o-gydrire.
Ha X o-véges, akkor a kiterjesztés eqyértelmd.

4.19. k6évetkezmény. A Lebesque-mérték a Jordan-mérték kiterjesziése.
RP-n a Lebesque-mérték az egyetlen pozitiv, normdlt, eltoldsinvaridns mérték L-en.
RP-n a Lebesque-mérték az eqyetlen pozitiv, normdlt, eltoldsinvaridns Borel-mérték.

5. Lebesgue-Stieltjes mértékek



Additiv intervallumfiiggvények 1-dimenziéban. Megengedett intevallumok, folytonssigi pontok, folytonssdgi
intervallumok, balrél zért intervallumok. Eloszlasfiiggvény. Az eloszlasfiiggvény megvaltozasabdl szarmaztatott
intervallumfiiggvény akkor és csak akkor relativ kiils6 mérték a balrél zart intervallmuok félgytrdjén, ha az
eloszlasfiiggvény balrdl folytonos. 1-dimenzids Lebesgue-Stieltjes mérték. Intervallumok mértékének kifejezése
az eloszlasfiiggvénnyel.

Kiterjeszés magasabb dimenzidkra. Addititiv téglafiiggvények. Egyiittes eloszldsfiiggvény nem feltétlentil
létezik. Folytonossdgi hipersikok. A folytonossagi hipersikok. A folytonossdgi hipersikok halmaza megszdamldlhaté.
p-dimenziés Lebesgue-Stieltjes mértékek.

Mérhet halmaz kozelitése véges sok (raciondlis koordindtdjui) téglalap unidjaval, nyilt, zdrt, kompakt, G5 és
F, halmazokkal. (Reguaritds)

[Petruska, 70-75., 59. o.]

5.1. Lebesgue-Stieltjes mértékek egydimenziéban

Most egy darabig egy G C R nyilt intervallum lesz a vilaG, és a (G, B(G), ) lokdlisan véges Borel-
mértékeket vizsgaljuk.
5.1. definici6. (G, B(G), ) "lokdlisan véges", ha
(a) Minden pontnak van véges mértéki kirnyezete, azazVa € G Ir > 0 B(a,r) C G, u(B(a,r)) < oo;
(b) Minden komakt K C G halmaz mértéke véges.
Fz a kettd ekvivens; (b) = (a) triividlis, mert minden pontnak van kompakt kirnyezete; (a) = (b)

azért, mert K minden pontja korul vehetiink egy-eqy véges mértéki kornyezetet, és a kompaktsag miatt
ezek kozil véges sok is fedi K-t.

5.2. definicié. Legyen A = {0} U{[a,b):a,b€ G,a <b} ésa: A—[0,00). Az F : G — R figgvény az
a halmazfigguénynek "eloszldsfiigguénye”, ha bdarmely [a,b) esetén o([a,b)) = F(b) — F(a).

5.3. lemma. Az a-nak akkor és csak akkor létezik eloszldsfiigguénye, ha additiv. Specidlisan, minden
lokdlisan véges mértéknek létezik eloszldsfigguénye.

Bizonyitas. Vilasszunk egy xy € G kezdGpontot, és legyen

0 ha x = z¢
F(z) = < o[z, x)) ha z > zg
—a([z,z —0)) hax < z.

A t6bbi trivi.

5.4. lemma. (a) Ha F az (G,B(G), n) mértéknek eloszldsfiggvénye, akkor F balrdl folytonos.
(b) A tovdbbi intervallumtipusok mértéke F-fel kifejezve

u([a,b])) = F(b+0) — F(a), specidlisan u({a}) = F(a+0) — F(a);
p((a,b)) = F(b) — F(a+0), u((a,b]) =F(0b+0)—F(a+0).

5.5. mese. A megforditis ezek utdn olyasmi lenne, hogy kapunk egy monoton nivd F : G — R fiiggvényt,
a megudltozdsdabol készitink additiv intervallumfiigguényt, és ezt az additiv fligguényt kiterjesztjik mértékkeé.
Ha F nem minden pontban folytonos balrdl, akkor baj van.

Két fontos lehetdséget érdemes megemliteni: kikothetyik, hogy csak balrdl folytonos F-et engediink
meg (ez torténik pl. a valszdmban), vagy az intervallumaink A félgyirijében nem engedink meg min-
den végpontot; pl. csak az F folytonossdgi pontjait engedjik meg. Szerencsére egy monoton fligguénynek
legfeljebb csak megszamldalhato sok szakaddsi ponntja lehet (mert minden szakaszdsndl dtugrik raciondlis
szamokat, és egy raciondlis szamot legfeljebb csak eqyszer ugorhat dt), tehdt F folytonossdgi pontjai stirin
vannak G-ben.

Mostantél tehat legyen F': G — R monoton n6vs, V' C G egy siirti halmaz (a megengedett Végpontok
halmaza) gy, hogy V minden pontjiaban F balrél folytonos. Legyen A = {0} U {[a,)) : a,b € V,a < b}
(félgytird), () = 0 és a([a,b)) = F(b) — F(a).

5.6. lemma. Az « halmazfigguény additiv és o-szubadditiv (vagyis relativ kiulsd mérték).



Bizonyitas. Az additivitds trivi.
A o-szubadditivitdshoz tegyiik fel, hogy az A = [a,b) € A intervallumot fedik a C; = [¢;,d;) € A
(1 =1,2,...) intervallumok; azt kell igazolnunk, hogy

Sia C,
i=1

Terv: Az A halmazt egy picit kisebb, de kompakt intervallumra sztikitjiik, a C; halmazokat pedig picit
b6vebb, nyilt intervallumokra. Utdna a kompaktsdg miatt véges sok C; is fed, és miikodik az additivitas.

Vegyiink egy € > 0-t, egy olyan V' € ANV elemet, amelyre (F(b') > F(b) — ¢; ilyen van, mert F' balrol
folytonos b-ben). Az A = [a,b) helyett az [a, V'] kompakt halmazt fedjiik. Minden i-re egy olyan ¢, < ¢
megengedett végpontot, amelyre F'(c;) > F(c;) — 7. A C; = [¢;,d;) helyett a (cj, d;) nyilt intervallummal
fogunk fedni.

Mivel

la,b'] C [a,b) CUC“ CD(c’d
i=1

az [a, V') intervallumot fedi az uniébdl véges sok nyllt is, tehat vannak olyan iy, ..., 14, indexek amelyekre

[a,b] C U ¢, diy)
Ebbé6l mi annyit haszndlunk, hogy

la,) € | JI¢,, di,)-

k=1
Az Osszes intervallumot tovdabboszthatjuk az Gsszes végpontonttal; a sok kis darab mindegyikét fedi leg-
alabb egy [c] ,d;,)...
([a,0)) < Z ¢ . di,)
n n c n
a([a,b) = = < alfa, 1) <" allel, di)) < D (allens di) + 57 ) < D alleasdi)) + <.
k=1 k=1 k=1

Ezzel megmutattuk, hogy barmely ¢ > 0 esetén

n

O‘([a7 b)) < Za([CZINdIk)) + 2,

k=1

és kész.

5.7. k6vetkezmény. Az « additiv és relativ kilsd mérték, G o-véges, és a A dltal generdlt o-algebra
B(G), ezért a mértékkiterjesztési tétel szerint a egyértelmien kiterjeszthetd Borel-mértékké G-n.

5.8. definicié. A ¢, kilsd mértéket az F' megudltozdasabol szdrmazd Lebesgque-Stieltjes kiilsd mértéknek
hivjuk. A @, szerint mérhetd halmazokra megszoritva ez az (F megudltozdsibdl szdrmazd) Lebesgue-
Stieltjes mérték.

5.2. Lebesgue-Stieltjes mértékek véges dimenziéban

Az 1-dimenziés eszkdzok részben atvihet6k magasabb dimenziéba, de a G C RP nyilt halmaz alakjatol
fligg&en nem biztos, hogy van egyiittes eloszlasfiiggvény. Inkdbb csak vesziink egy véges, additiv téglafiiggvényt.
A az olyan félig nyilt téglakbdl 4ll, amelyeknek a lezartja is G-ben van, a: A — [0, 00) additiv.

5.9. definicié. Folytonossdgi hipersik

5.10. lemma. Megszdmldlhato sok kivétellel minden, a tengelyekkel pdrhuzamos hipersik folytonossdgi
hipersik.

Innen minden ugyanigy megy, mint 1-dimenziéban...



5.3. A Lebesgue-Stieltjes mértékek regularitasi tulajdonsagai

5.11. definicié. Az (X, M, u) mértéktér teljes, ha minden nullmértékid halmaz minden része mérhetd.

5.12. lemma. Minden mértéktér kiegészithetd teljessé, és az a bévebb teljes mértékterek kozott eqyértelmiden

létezik egy minimdlis: M*={AUN: Ae M, 3M D N pu(M)=0.}

5.13. tétel.

1. Ha K kompakt, akkor p(K) < oo (lok. végesség)

2. A mérhetd halmazok rendszere B*

3a. Ha H mérhetd, akkor minden € > 0-hoz vannak olyan N D H nyilt és K C H kompakt halmazok,
amelyekre u(N \ K) < e. (Ez nem ugyanaz, mint p(N) < u(H) +¢ és p(K) > u(H) —e!ll)

3b. Ha H mérhetd, akkor u(H) = sup{u(K) : K C H kompakt} = inf{u(N): N D H nyilt}.

4. Ha mérhetd, akkor léteznek olyan A € F, és B € Gs halmazok, hogy A C H C B és u(H C A) =
uw(BC H)=pBCA)=0.

5.14. lemma. A Lebesgue-Stieltjes, specidlisan a Lebesque-mérhetd halmazok kozel vannak szép Borel-
halmazokhoz: ha A C R Lebesque-mérhetd, és AN(A) < oo, akkor bdrmely € > 0-hoz van olyan B halmaz,
ami véges sok, raciondlis végponti intervallum diszjunkt unidja, és A(AAB) < €.

5.15. mese. Lehetne a mérhetd halmazok kézott egyfajta félmetrikdt csindlni: az A és B halmazok

tdvolsiga A(AAB).
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