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3. A Lebesgue-m�ert�ek

[Petruska, 51�52, 55, 69, 81�82. o.]

Halmazrendszerek, megszor��t�as. Addit��v �es σ-addit��v halmazf�uggv�enyek. Halmazalgebra, gy�ur�u, modulus,
f�elgy�ur�u, σ-algebra, σ-gy�ur�u. Gener�alt strukt�ur�ak. Halmazstruktr�ak megszor��t�asai. Borel-halmazok top. te-
rekben. M�erhet�o t�er. M�ert�ek. Megsz�aml�alhat�o uni�o �es metszet m�ert�eke.

3.1. M�erhet�o terek �es m�ert�ekek

Alaphalmaz �es r�eszhalmazai (nagy bet�uk, X), halmazrendszerek (��rott nagy bet�uk, P(X)), 3 ∅, hal-
mazf�uggv�enyek (kis g�or�og bet�uk)

3.1. de�n��ci�o. Halmazalgebra, σ-algebra, gy�ur�u, σ-gy�ur�u, modulus �es f�elgy�ur�u. Halmazrendszer meg-
szor��t�asa. Gener�alt algebra, σ-algebra, gy�ur�u, σ-gy�ur�u, modulus. Borel-halmazok. (Gδ, Fσδ stb. halmazok.)
M�erhet�o t�er.

3.2. de�n��ci�o. Halmazf�uggv�eny. Monoton, addit��v, σ-addit��v, szubaddit��v, σ-szubaddit��v f�uggv�enyek. M�ert�ek.

3.3. lemma. Ha µ m�ert�ek, A1, . . . , An p�aronk�ent diszjunkt m�erhet�ok, akkor µ(∪ni=1Ai) =
∑n

i=1 µ(Ai).
Ha A ⊂ B, akkor µ(A) ≤ µ(B).
Ha A ⊂ B �es µ(A) <∞, akkor µ(B \ A) = µ(B)− µ(A).

3.4. t�etel. Ha A1 ⊂ A2 ⊂ . . ., akkor µ(∪An) = limµ(An).
Ha A1 ⊃ A2 ⊃ . . . �es µ(A1) <∞, akkor µ(∩An) = limµ(An). (V.�o. An = (n,∞))

3.2. Lebesgue-m�ert�ek

3.5. t�etel (�alomgyilkos t�etel). Nem l�etezik pozit��v, norm�alt, eltol�asinvari�ans, σ-addit��v µ : P(Rn) → R
f�uggv�eny.

Bizony��t�as. Tegy�uk fel indirekte, hogy m�egis l�etezik egy ilyen µ f�uggv�eny.
A C = [0, 1)n kock�aban legyen k�et pont ekvivalens, ha a k�ul�onbs�eg�uk minden koordin�at�aja racion�alis.

Legyen A ⊂ C olyan halmaz, amely minden ekvivalenciaoszt�alyb�ol pontosan egy pontot tartalmaz. En-
nek megsz�aml�alhat�o sok eltoltja lefedi C-t, teh�at µ(A) > 0. M�asr�eszt mindegyik eltolt r�esze a [−1, 2)n
kock�anak, ezek diszjunktak, teh�at µ(A) = 0...

3.6. de�n��ci�o. Lebesgue-f�ele k�uls�o m�ert�ek Rp-ben, λ
(a) Fed�es t�egl�akkal;
(b) Fed�es Jordan-m�erhet�o halmazokkal

3.7. t�etel.

A k�etf�ele de�n��ci�o ekvivalens.
λ(∅) = 0.
λ monoton.
λ ≤ k (Jordan-f�ele k�uls�o m�ert�ek)
Ha K kompakt, akkor λ(K) = k(K).



Ha A Jordan-m�erhet�o, akkor λ(A) = t(A).
Egybev�ag�os�aginvari�ans
λ(c · A) = |c|p · λ(A).
A λ f�uggv�eny σ-szubaddit��v.

3.8. mese. Megsz�aml�alhat�o sok bels�o t�egla nem de�n�al �uj bels�o m�ert�eket.

3.9. de�n��ci�o. A Lebesgue-f�ele bels�o m�ert�ek lehetne ak�ar ez is: ha A ⊂ [0, 1]p, akkor

λ(A) = 1− λ([0, 1]p \ A)

�Altal�aban

λ(A) =
∑

(a1,...,ap)∈Zp

(
1− λ

(
[a1, a1 + 1)× . . .× [ap, ap + 1) \ A

))
(V.�o. Ha J Jordan-m�erhet�o �es A ⊂ J , akkor b(A) = t(J)− k(J \ A).)

3.10. megjegyz�es. A m�erhet�os�eget a k�uls�o �es a bels�o m�ert�ekek egyenl�os�eg�evel is lehetne de�ni�alni, de
ink�abb m�elyen hallgatni fogunk a bels�o m�ert�ekr�ol, �es a szok�asos m�odon, kett�ev�ag�assal de�ni�aljuk.

3.11. de�n��ci�o. A ⊂ Rp Lebesgue-m�erhet�o, ha minden H ⊂ Rp eset�en λ(H) = λ(H ∩ A) + λ(H \ A).
(A szubadditivit�as miatt ≤ automatikus; a k�erd�es az, hogy = vagy <.)

3.12. t�etel. A Lebesgue-m�erhet�o halmazok σ-algebr�at alkotnak, �es ezen a Lebesgue-m�ert�ek σ-addit��v. (Bi-
zony��t�as a k�ovetkez�o fejezetben). A jele λ(...) vagy λp(...).

3.13. t�etel. Minden Jordan-m�erhet�o halmaz egyben Lebesgue-m�erhet�o is, teh�at a Lebesgue-m�ert�ek t�enyleg
kiterjeszt�ese a Jordan-m�ert�eknek. (Bizony��t�as a k�ovetkez�o fejezetben).

3.14. de�n��ci�o. A ⊂ Rp "nullm�ert�ek�u" vagy "Lebesgue-nullm�ert�ek�u", ha λ(A) = 0.

3.15. t�etel. Minden nullm�ert�ek�u halmaz m�erhet�o.

3.16. p�elda. Q Lebesgue-m�erhet�o, del nem Jordan-m�erhet�o.

3.17. t�etel. Minden pozit��v k�uls�o m�ert�ek�u halmaz tartalmaz nem m�erhet�o halmazt.

4. A m�ert�ekkiterjeszt�esi t�etel

[Petruska, 63�70. o.]

Relat��v k�uls�o m�ert�ek �es k�uls�o m�ert�ek. Nemnegat��v halmazf�uggv�enyhez asszoci�alt k�uls�o m�ert�ek. A m�erhet�o hal-
mazok σ-algebr�aja. F�elgy�ur�un addit��v RKM egy�ertelm�uen kiterjeszthet�o a gener�alt gy�ur�ure. M�ert�ekkiterjeszt�esi
t�etel. A kiterjeszt�es egy�ertelm�us�ege σ-v�eges t�erben. P�elda arra, hogy a kiterjeszt�es nem mindig egy�ertelm�u.
(Petruska II, 12. fej.)

4.1. de�n��ci�o. Legyen X 6= ∅, ∅ ∈ A ⊂ P(X). Az α : A → [0,∞] lek�epez�es "relat��v k�uls�o m�ert�ek", ha
1. α(∅) = 0, �es
2. B�armely A,A1, A2, . . . ∈ A, A ⊂ ∪∞n=1An eset�en α(A) ≤

∑∞
n=1 α(An).

Ha A = P(X), akkor α "k�uls�o m�ert�ek".

4.2. p�elda.

A = P(X), α(H) =

{
1 ha H 6= ∅
0 ha H = ∅

;

A a Jordan-m�erhet�o halmazok gy�ur�uje; α a Jordan-m�ert�ek

4.3. megjegyz�es.

Minden m�ert�ek egyben k�uls�o m�ert�ek is.
Minden relat��v k�uls�o m�ert�ek monoton.



4.4. de�n��ci�o. Legyen X 6= ∅, ∅ ∈ A ⊂ P(X), α : A → [0,∞] relat��v k�uls�o m�ert�ek. H ⊂ X eset�en legyen

ϕα(H) = inf

{ ∞∑
n=1

α(An) : An ∈ A, H ⊂
∞⋃
n=1

An

}
(Ha H nem fedhet�o le, akkor ϕα(H) =∞.)

A neve: az α-hoz asszoci�alt k�uls�o m�ert�ek.

4.5. lemma.

1. ϕα(...) k�uls�o m�ert�ek.
2. B�armely A ∈ A-ra ϕα(A) ≤ α(A).
3. Ha ϕ k�uls�o m�ert�ek X-en, amire A ∈ A eset�en ϕ(A) ≤ α(A), akkor ϕ ≤ ϕα.
Vagyis, az α-n�al nem nagyobb k�uls�o m�ert�ekek k�oz�ott ϕα maxim�alis.

4.6. p�elda. A fenti p�eld�aban az asszoci�alt k�uls�o m�ert�ekek: �o maga,illetve a k�uls�o Lebesgue-m�ert�ek.

4.7. de�n��ci�o. Legyen ϕ k�uls�o m�ert�ek X-en. Az A ⊂ X halmaz ϕ-re n�ezve m�erhet�o, ha b�armely H ⊂ X
eset�en

ϕ(H) = ϕ(H ∩ A) + ϕ(H \ A).

A ϕ-m�erhet�o halmazok rendszereMϕ.

4.8. megjegyz�es. Megint csak a szubadditivit�as miatt el�eg azt el�o��rni, hogy ϕ(H) ≥ ϕ(H ∩A)+ϕ(H \A),
�es ez persze trivi�alis akkor,ha ϕ(H) =∞.

4.9. t�etel. A fenti j�ol�esekkelMϕ σ-algebra �es (X,Mϕ, ϕ) m�ert�ekt�er. S�ot, tetsz�oleges Y ⊂ X halmazra ϕ
m�ert�ek azMϕ|Y σ-algebr�an is.

Bizony��t�as. 0. Az X �es ∅ m�erhet�o.
Most haszn�aljuk, hogy ϕ(∅) = 0.

1. AzMϕ algebra, azaz ha A,B m�erhet�o, akkor A ∪B, A ∩B �es A \B is m�erhet�o:
Legyen H ⊂ X tetsz�oleges. Az A,B halmazok a H-t n�egy r�eszre osztj�ak: H = H0 ∪Ha ∪Hb ∪Hab (az

indexek azt jelzik, hogy az adott r�eszhalmaz az A �es B k�oz�ul melyiknek r�esze. Az A,B m�erhet�os�ege miatt

ϕ(H) = ϕ(H ∩ A) + ϕ(H \ A) =
(
ϕ(Hab) + ϕ(Ha)

)
+
(
ϕ(Hb) + ϕ(H0)

)
.

�Atcsoportos��tva �es a szubbaditivit�ast felhaszn�alva

ϕ(H) ≤ ϕ(H ∩ (A ∪B)) + ϕ(H \ (A ∪B)) ≤
(
ϕ(Hab) + ϕ(Ha) + ϕ(Hb)

)
+ ϕ(H0) = ϕ(H);

ϕ(H) ≤ ϕ(H ∩ (A ∩B)) + ϕ(H \ (A ∩B)) ≤ ϕ(Hab) +
(
ϕ(Ha) + ϕ(Hb) + ϕ(H0)

)
= ϕ(H);

ϕ(H) ≤ ϕ(H ∩ (A ∩B)) + ϕ(H \ (A ∩B)) ≤ ϕ(Ha) +
(
ϕ(Hb) + ϕ(Hab) + ϕ(H0)

)
= ϕ(H).

L�atjuk, hogy mindenhol egyenl�os�eg van, teh�at A ∪B, A ∩B �es A \B is j�ol v�agja kett�e a H halmazt.

2. A ϕ addit��vMϕ|Y -n:
Ha A,B m�erhet�ok, �es A ∩ Y �es B ∩ Y diszjunktak, akkor A-val v�agjuk kett�e az (A ∪B) ∩ Y halmazt:

ϕ
(
(A ∪B) ∩ Y

)
= ϕ

((
(A ∪B) ∩ Y

)
∩ A

)
+ ϕ

((
(A ∪B) ∩ Y

)
\ A
)
= ϕ

(
A ∩ Y

)
+ ϕ

(
B ∩ Y

)
.

Indukci�oval ak�arh�any halmazra is igaz.

3. Mϕ σ-algebra.
A megsz�aml�alhat�o sok halmaz uni�oj�at kicser�elhetj�uk p�aronk�ent diszjunkt halmazok uni�oj�ara: legyen

Bi = Ai \ ∪j<iAj, ekkor
⋃∞
i=1Ai =

⋃∞
i=1Bi.



Legyen Un = B1 ∪ . . . ∪Bn �es U∞ =
⋃∞
i=1Bi; azt akarjuk igazolni, hogy U∞ m�erhet�o.

ϕ(H)
Un m�erhet�o

= ϕ
(
H ∩ Un

)
+ ϕ

(
H \ Un

) ϕ monoton

≥ ϕ
(
H ∩ Un

)
+ ϕ

(
H \ U∞

) Un = ∪Bi=

= ϕ

( n⋃
i=1

(H ∩Bi)

)
+ ϕ

(
H \ U∞

) ϕ addit��vMϕ|H -n

=
n∑
i=1

ϕ(H ∩Bi) + ϕ
(
H \ U∞

)
.

Most n→∞, majd σ-szubadditiv�as:

ϕ(H) ≥
∞∑
i=1

ϕ(H ∩Bi)+ϕ
(
H \U∞)

ϕ σ-szubaddit��v

≥ ϕ

( ∞⋃
i=1

(H ∩Bi)

)
+ϕ
(
H \U∞) = ϕ

(
H ∩U∞)+ϕ

(
H \U∞).

Teh�at U∞ j�ol v�agja kett�e H-t.

4. ϕ σ-addit��vMϕ|Y -n:
Tegy�uk fel, hogy A1, A2, . . . ∈Mϕ, �es az Ai ∩ Y halmazok diszjunktak.

n∑
i=1

ϕ(Ai ∩ Y )
ϕ addit��vMϕ|Y -on

= ϕ

( n⋃
i=1

(Ai ∩ Y )

)
ϕ monoton

≤ ϕ

( ∞⋃
i=1

(Ai ∩ Y )

)
σ-szubaddit��v

≤
∞∑
i=1

ϕ(Ai ∩ Y ).

Most n→∞:
∞∑
i=1

ϕ(Ai ∩ Y ) ≤ ϕ

( ∞⋃
i=1

(Ai ∩ Y )

)
≤

∞∑
i=1

ϕ(Ai ∩ Y ).

Teh�at ϕ

(⋃∞
i=1(Ai ∩ Y )

)
=
∑∞

i=1 ϕ(Ai ∩ Y ).

4.10. k�ovetkezm�eny. A Lebesgue-m�erhet�o halmazok σ-algebr�at alkotnak.

4.11. k�erd�es. Igaz-e, hogy minden Jordan-m�erhet�o halmaz Lebesgue-m�erhet�o?
�Altal�aban, igaz-e, hogy ha α relat��v k�uls�o m�ert�ek az A rendszeren, akkor A elemei m�erhet�ok ϕα szerint?

4.12. p�elda. 1. Ha A = P(X), α(H) =

{
1 ha H 6= ∅
0 ha H = ∅,

akkor ϕα = α, de csak ∅ �es X m�erhet�o.

(Hi�anyzik az additivit�as.)
2. Legyen A = {∅}∪{(c,∞) : c ∈ R}, α(∅) = 0, α((c,∞)) = 1. Az additivit�as igaz, csak semmitmond�o,

most is csak k�et m�erhet�o halmaz van. (Van additivit�as, de t�ul sov�any az A.)

4.13. lemma. Legyen A ⊂ P(X) f�elgy�ur�u. Tetsz�oleges A,B1, . . . , Bn ∈ A halmazokhoz l�etezik olyan m
pozit��v eg�esz �es p�aronk�ent diszjunkt C1, . . . , Cm ∈ A halmazok, amelyekre A\(B1∪. . .∪Bn) = C1∪. . .∪Cm.

Bizony��t�as. Indukci�o. n = 1-re �eppen azt jelenti, hogy A f�elgy�ur�u. Ha m�ar vannak olyan diszjunkt
C1, . . . , Cm ∈ A halmazok, amelyekre A \ (B1 ∪ . . . ∪Bn−1) = C1 ∪ . . . ∪ Cm, akkor

A \ (B1 ∪ . . . ∪Bn) =
(
A \ (B1 ∪ . . . ∪Bn−1)

)
\Bn = (C1 ∪ . . . ∪ Cm) \Bn = (C1 \Bn) ∪ . . . ∪ (Cm \Bn);

az utols�o z�ar�ojelek tov�abb bonthat�ok diszjunkt A-bel halmazokra.

4.14. t�etel. Legyen A ⊂ P(X) f�elgy�ur�u, α : A → [0,∞] relat��v k�uls�o m�ert�ek, ami m�eg addit��v is. Ekkor
A ⊂Mϕ, �es ϕα|A = α, vagyis minden A-beli halmaz m�erhet�o ϕα szerint, �es ϕα az α kiterjeszt�ese.



Bizony��t�as. Azt m�ar tudjuk, hogy ϕα|A = α; azt kell igazolni, hogy minden A ∈ A m�erhet�o. Legyen
teh�at A ∈ A �es H ⊂ X tetsz�oleges; a c�elunk ϕα(H ∩A) + ϕα(H \A) ≤ ϕα(H). Ha ϕα(H) =∞, akkor ez
trivi; feltehetj�uk teh�at, hogy ϕα(H) v�eges.

Vegy�unk egy tetsz�oleges ε-t, �es ehhez olyan B1, B2 . . . ∈ A halmazokat, amelyek �ugy fedik H-t, hogy∑
α(Bn) < ϕα(H) + ε.
Mindegyik Bn-re Bn ∩ A ∈ A, �es a Bn \ A halmaz felbomlik p�aronk�ent diszjunkt Cn1, . . . , Cn,kn ∈ A

elemek uni�oj�ara. Az additivit�as miatt α(Bn ∩ A) +
∑kn

i=1 α(Cni) = α(Bn).

ϕα(H ∩ A) ≤
∞∑
n=1

α(Bn ∩ A),

ϕα(H \ A) ≤
∞∑
n=1

ϕα(Bn \ A) ≤
∞∑
n=1

kn∑
i=1

α(Cni),

ϕα(H ∩ A) + ϕα(H \ A) ≤
∞∑
n=1

(
α(Bn ∩ A) +

kn∑
i=1

α(Cni)

)
=
∞∑
n=1

α(Bn) < ϕα(H) + ε.

4.15. p�elda. �Alljon A az R f�elig ny��lt intervallumaib�ol, �es legyen α(A) = ∞ ha A nem�ures. Ekkor α
kiterjeszthet�o az �osszes Borel-halmazra, de a kiterjeszt�es nem egy�ertelm�u. Lehets�eges kiterjeszt�es p�eld�aul a
konstans ∞ �es a sz�aml�al�om�ert�ek is.

4.16. de�n��ci�o. Legyen A ⊂ P(X) �es α : A → [0,∞]. Azt mondjuk, hogy a H ⊂ X halmaz az α-ra n�ezve
σ-v�eges, ha l�eteznek olyan A1, A2, . . . ,∈ M halmazok, amelyekre H ⊂

⋃
An �es mindegyik α(An) v�eges.

(Ld. m�eg: "σ-v�eges m�ert�ekt�er".)

4.17. t�etel. Legyen A ⊂ P(X) f�elgy�ur�u, α : A → [0,∞] relat��v k�uls�o m�ert�ek, ami m�eg addit��v is, �es
tegy�uk fel, hogy X σ-v�eges. B�armely M olyan σ-algebr�ara, amelyre A ⊂ M ⊂ Mϕ, az α egy�ertelm�uen
terjeszthet�o kiM-re, azaz ha µ m�ert�ekM-en, akkor µ = ϕα|M.

Bizony��t�as. AX olyan A1, A2, . . . ∈M halmazok uni�oja, amelyekre minden α(An) v�eges. A 4.13. lem-
ma miatt ezeket kicser�elhetj�uk olyan diszjunkt Cij halmazokra, amelyekre An \ (A1 ∪ . . . ∪ An−1) =
Cn1 ∪ . . . ∪ Cnkn . Ezeket a Cni-ket egy sorozatba rendezve kapunk olyan B1, B2, . . . ∈ A halmazokat,
amelyek uni�oja X, a m�ert�ek�uk v�eges, �es m�eg diszjunktak is.

A monotonit�as miatt b�armely H ∈ M halmazra �es b�armelyik n indexre µ(H ∩ Bn) ≤ ϕα(H ∩ Bn) �es
µ(H \Bn) ≤ ϕα(H \Bn), �osszeadva

α(Bn) = µ(Bn) = µ(H ∩Bn) + µ(H \Bn) ≤ ϕα(H ∩Bn) + ϕα(H \Bn) = ϕα(Bn) = α(Bn),

�es itt minden v�eges volt, teh�at p�eld�aul µ(H ∩Bn) = ϕα(H ∩Bn). �Osszegezve

µ(H) =
∞∑
n=1

µ(H ∩Bn) =
∞∑
n=1

ϕα(H ∩Bn) = ϕα(H ∩Bn).

4.18. k�ovetkezm�eny (Caratheodory (Κωνσταντίνος Καραθεοδωρή) f�ele m�ert�ekkiterjeszt�esi t�etel). Ha A
gy�ur�u P(X)-en, α : A → [0,∞] addit��v �es σ-szubaddit��v, akkor kiterjeszthet�o az A �altal gener�alt σ-gy�ur�ure.

Ha X σ-v�eges, akkor a kiterjeszt�es egy�ertelm�u.

4.19. k�ovetkezm�eny. A Lebesgue-m�ert�ek a Jordan-m�ert�ek kiterjeszt�ese.
Rp-n a Lebesgue-m�ert�ek az egyetlen pozit��v, norm�alt, eltol�asinvari�ans m�ert�ek L-en.
Rp-n a Lebesgue-m�ert�ek az egyetlen pozit��v, norm�alt, eltol�asinvari�ans Borel-m�ert�ek.

5. Lebesgue-Stieltjes m�ert�ekek



Addit��v intervallumf�uggv�enyek 1-dimenzi�oban. Megengedett intevallumok, folytonss�agi pontok, folytonss�agi
intervallumok, balr�ol z�art intervallumok. Eloszl�asf�uggv�eny. Az eloszl�asf�uggv�eny megv�altoz�as�ab�ol sz�armaztatott
intervallumf�uggv�eny akkor �es csak akkor relat��v k�uls�o m�ert�ek a balr�ol z�art intervallmuok f�elgy�ur�uj�en, ha az
eloszl�asf�uggv�eny balr�ol folytonos. 1-dimenzi�os Lebesgue-Stieltjes m�ert�ek. Intervallumok m�ert�ek�enek kifejez�ese
az eloszl�asf�uggv�ennyel.

Kiterjesz�es magasabb dimenzi�okra. Additit��v t�eglaf�uggv�enyek. Egy�uttes eloszl�asf�uggv�eny nem felt�etlen�ul
l�etezik. Folytonoss�agi hipers��kok. A folytonoss�agi hipers��kok. A folytonoss�agi hipers��kok halmaza megsz�aml�alhat�o.
p-dimenzi�os Lebesgue-Stieltjes m�ert�ekek.

M�erhet�o halmaz k�ozel��t�ese v�eges sok (racion�alis koordin�at�aj�u) t�eglalap uni�oj�aval, ny��lt, z�art, kompakt, Gδ �es
Fσ halmazokkal. (Reguarit�as)

[Petruska, 70�75., 59. o.]

5.1. Lebesgue-Stieltjes m�ert�ekek egydimenzi�oban

Most egy darabig egy G ⊂ R ny��lt intervallum lesz a vil�aG, �es a (G,B(G), µ) lok�alisan v�eges Borel-
m�ert�ekeket vizsg�aljuk.

5.1. de�n��ci�o. (G,B(G), µ) "lok�alisan v�eges", ha
(a) Minden pontnak van v�eges m�ert�ek�u k�ornyezete, azaz ∀a ∈ G ∃r > 0 B(a, r) ⊂ G, µ(B(a, r)) <∞;
(b) Minden komakt K ⊂ G halmaz m�ert�eke v�eges.
Ez a kett�o ekvivens; (b) =⇒ (a) triivi�alis, mert minden pontnak van kompakt k�ornyezete; (a) =⇒ (b)

az�ert, mert K minden pontja k�or�ul vehet�unk egy-egy v�eges m�ert�ek�u k�ornyezetet, �es a kompakts�ag miatt
ezek k�oz�ul v�eges sok is fedi K-t.

5.2. de�n��ci�o. Legyen A = {∅} ∪ {[a, b) : a, b ∈ G, a < b} �es α : A → [0,∞). Az F : G→ R f�uggv�eny az
α halmazf�uggv�enynek "eloszl�asf�uggv�enye", ha b�armely [a, b) eset�en α([a, b)) = F (b)− F (a).

5.3. lemma. Az α-nak akkor �es csak akkor l�etezik eloszl�asf�uggv�enye, ha addit��v. Speci�alisan, minden
lok�alisan v�eges m�ert�eknek l�etezik eloszl�asf�uggv�enye.

Bizony��t�as. V�alasszunk egy x0 ∈ G kezd�opontot, �es legyen

F (x) =


0 ha x = x0

α([x0, x)) ha x > x0

−α([x, x− 0)) ha x < x0.

A t�obbi trivi.

5.4. lemma. (a) Ha F az (G,B(G), µ) m�ert�eknek eloszl�asf�uggv�enye, akkor F balr�ol folytonos.
(b) A tov�abbi intervallumt��pusok m�ert�eke F -fel kifejezve

µ([a, b]) = F (b+ 0)− F (a), speci�alisan µ({a}) = F (a+ 0)− F (a);
µ((a, b)) = F (b)− F (a+ 0), µ((a, b]) = F (b+ 0)− F (a+ 0).

5.5. mese. A megford��t�as ezek ut�an olyasmi lenne, hogy kapunk egy monoton n�ov�o F : G→ R f�uggv�enyt,
a megv�altoz�as�ab�ol k�esz��t�unk addit��v intervallumf�uggv�enyt, �es ezt az addit��v f�uggv�enyt kiterjesztj�uk m�ert�ekk�e.
Ha F nem minden pontban folytonos balr�ol, akkor baj van.

K�et fontos lehet�os�eget �erdemes megeml��teni: kik�othetj�uk, hogy csak balr�ol folytonos F -et enged�unk
meg (ez t�ort�enik pl. a valsz�amban), vagy az intervallumaink A f�elgy�ur�uj�eben nem enged�unk meg min-
den v�egpontot; pl. csak az F folytonoss�agi pontjait engedj�uk meg. Szerencs�ere egy monoton f�uggv�enynek
legfeljebb csak megsz�aml�alhat�o sok szakad�asi ponntja lehet (mert minden szakasz�asn�al �atugrik racion�alis
sz�amokat, �es egy racion�alis sz�amot legfeljebb csak egyszer ugorhat �at), teh�at F folytonoss�agi pontjai s�ur�un
vannak G-ben.

Mostant�ol teh�at legyen F : G→ R monoton n�ov�o, V ⊂ G egy s�ur�u halmaz (a megengedett V�egpontok
halmaza) �ugy, hogy V minden pontj�aban F balr�ol folytonos. Legyen A = {∅} ∪ {[a, b) : a, b ∈ V, a < b}
(f�elgy�ur�u), α(∅) = 0 �es α([a, b)) = F (b)− F (a).

5.6. lemma. Az α halmazf�uggv�eny addit��v �es σ-szubaddit��v (vagyis relat��v k�uls�o m�ert�ek).



Bizony��t�as. Az additivit�as trivi.
A σ-szubadditivit�ashoz tegy�uk fel, hogy az A = [a, b) ∈ A intervallumot fedik a Ci = [ci, di) ∈ A

(i = 1, 2, . . .) intervallumok; azt kell igazolnunk, hogy

α(A) ≤
∞∑
i=1

α(Ci).

Terv: Az A halmazt egy picit kisebb, de kompakt intervallumra sz�uk��tj�uk, a Ci halmazokat pedig picit
b�ovebb, ny��lt intervallumokra. Ut�ana a kompakts�ag miatt v�eges sok Ci is fed, �es m�uk�odik az additivit�as.

Vegy�unk egy ε > 0-t, egy olyan b′ ∈ A∩ V elemet, amelyre (F (b′) > F (b)− ε; ilyen van, mert F balr�ol
folytonos b-ben). Az A = [a, b) helyett az [a, b′] kompakt halmazt fedj�uk. Minden i-re egy olyan c′i < c
megengedett v�egpontot, amelyre F (c′i) > F (ci)− ε

2i
. A Ci = [ci, di) helyett a (c′i, di) ny��lt intervallummal

fogunk fedni.
Mivel

[a, b′] ⊂ [a, b) ⊂
∞⋃
i=1

[ci, di) ⊂
∞⋃
i=1

(c′i, di),

az [a, b′) intervallumot fedi az uni�ob�ol v�eges sok ny��lt is, teh�at vannak olyan i1, . . . , in indexek amelyekre

[a, b′] ⊂
n⋃
k=1

(c′ik , dik).

Ebb�ol mi annyit haszn�alunk, hogy

[a, b′) ⊂
n⋃
k=1

[c′ik , dik).

Az �osszes intervallumot tov�abboszthatjuk az �osszes v�egpontonttal; a sok kis darab mindegyik�et fedi leg-
al�abb egy [c′ik , dik)...

α([a, b′)) ≤
n∑
k=1

α([c′ik , dik))

α([a, b))− ε < α([a, b′)) ≤
n∑
k=1

α([c′ik , dik)) <
n∑
k=1

(
α([cik , dik)) +

ε

2i∗k

)
<

n∑
k=1

α([cik , dik)) + ε.

Ezzel megmutattuk, hogy b�armely ε > 0 eset�en

α([a, b)) <
n∑
k=1

α([cik , dik)) + 2ε,

�es k�esz.

5.7. k�ovetkezm�eny. Az α addit��v �es relat��v k�uls�o m�ert�ek, G σ-v�eges, �es a A �altal gener�alt σ-algebra
B(G), ez�ert a m�ert�ekkiterjeszt�esi t�etel szerint α egy�ertelm�uen kiterjeszthet�o Borel-m�ert�ekk�e G-n.

5.8. de�n��ci�o. A ϕα k�uls�o m�ert�eket az F megv�altoz�as�ab�ol sz�armaz�o Lebesgue-Stieltjes k�uls�o m�ert�eknek
h��vjuk. A ϕα szerint m�erhet�o halmazokra megszor��tva ez az (F megv�altoz�as�ab�ol sz�armaz�o) Lebesgue-
Stieltjes m�ert�ek.

5.2. Lebesgue-Stieltjes m�ert�ekek v�eges dimenzi�oban

Az 1-dimenzi�os eszk�oz�ok r�eszben �atvihet�ok magasabb dimenzi�oba, de a G ⊂ Rp ny��lt halmaz alakj�at�ol
f�ugg�oen nem biztos, hogy van egy�uttes eloszl�asf�uggv�eny. Ink�abb csak vesz�unk egy v�eges, addit��v t�eglaf�uggv�enyt.
A az olyan f�elig ny��lt t�egl�akb�ol �all, amelyeknek a lez�artja is G-ben van, α : A → [0,∞) addit��v.

5.9. de�n��ci�o. Folytonoss�agi hipers��k

5.10. lemma. Megsz�aml�alhat�o sok kiv�etellel minden, a tengelyekkel p�arhuzamos hipers��k folytonoss�agi
hipers��k.

Innen minden ugyan�ugy megy, mint 1-dimenzi�oban...



5.3. A Lebesgue-Stieltjes m�ert�ekek regularit�asi tulajdons�agai

5.11. de�n��ci�o. Az (X,M, µ) m�ert�ekt�er teljes, ha minden nullm�ert�ek�u halmaz minden r�esze m�erhet�o.

5.12. lemma. Minden m�ert�ekt�er kieg�esz��thet�o teljess�e, �es az a b�ovebb teljes m�ert�ekterek k�oz�ott egy�ertelm�uen
l�etezik egy minim�alis: M∗ = {A ∪N : A ∈M, ∃M ⊃ N µ(M) = 0.}

5.13. t�etel.

1. Ha K kompakt, akkor µ(K) <∞ (lok. v�egess�eg)
2. A m�erhet�o halmazok rendszere B∗
3a. Ha H m�erhet�o, akkor minden ε > 0-hoz vannak olyan N ⊃ H ny��lt �es K ⊂ H kompakt halmazok,

amelyekre µ(N \K) < ε. (Ez nem ugyanaz, mint µ(N) < µ(H) + ε �es µ(K) > µ(H)− ε!!!)
3b. Ha H m�erhet�o, akkor µ(H) = sup{µ(K) : K ⊂ H kompakt} = inf{µ(N) : N ⊃ H ny��lt}.
4. Ha m�erhet�o, akkor l�eteznek olyan A ∈ Fσ �es B ∈ Gδ halmazok, hogy A ⊂ H ⊂ B �es µ(H ⊂ A) =

µ(B ⊂ H) = µ(B ⊂ A) = 0.

5.14. lemma. A Lebesgue-Stieltjes, speci�alisan a Lebesgue-m�erhet�o halmazok k�ozel vannak sz�ep Borel-
halmazokhoz: ha A ⊂ R Lebesgue-m�erhet�o, �es λ(A) < ∞, akkor b�armely ε > 0-hoz van olyan B halmaz,
ami v�eges sok, racion�alis v�egpont�u intervallum diszjunkt uni�oja, �es λ(A4B) < ε.

5.15. mese. Lehetne a m�erhet�o halmazok k�oz�ott egyfajta f�elmetrik�at csin�alni: az A �es B halmazok
t�avols�aga λ(A4B).
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