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6. M�ert�ek szerinti integr�al

6.1. M�erhet�o f�uggv�enyek

M�erhet�o f�uggv�enyek, a m�erhet�os�eg k�ul�onb�oz�o ekvivalens felt�etelei f�elegyenesek �osk�epeivel, m�erhet�o f�uggv�enyek

kompoz��i�oja, �osszege, szorzata stb., megsz�aml�alhat�o sok m�erhet�o f�uggv�eny pontonk�ent szupr�emuma, in�muma,

liminfje, szupr�emuma, a konvergeniahalmaz m�erhet�os�ege. [Petruska, 52�56. o.℄

6.1. lemma. Legyen (X,M) m�erhet�o t�er �es f : X → Y . Ekkor

N = {A ⊂ Y : f−1(A) ∈ M}

σ-algebra Y -on.

6.2. de�n��i�o. Legyen (X,M) �es (Y,N ) m�erhet�o terek �es f : X → Y .

Az f lek�epez�es "(M,N )-m�erhet�o", ha minden A ∈ N -re f−1(A) ∈ M.

Ha N = B, akkor M-m�erhet�o vagy sak "m�erhet�o".

Ha M = B, akkor "Borel-m�erhet�o".

Ha M = L, akkor "Lebesgue-m�erhet�o".

Sokszor nem a σ-algebr�aval, hanem a m�ert�ekkel fejezz�uk ki: "µ-m�erhet�o".

6.3. megjegyz�es. El�eg az N egy gener�atorrendszer�ere ellen�orizni. P�eld�aul a Borelhalmazokat gener�alj�ak

a (−∞, a) vagy a (−∞, a] stb. f�elegyenesek, teh�at f akkor �es sak akkor m�erhet�o, ha

(1) minden a ∈ R-re f−1((−∞, a)) = {x : f(x) < a} ∈ M;

(2) minden a ∈ R-re f−1((−∞, a]) = {x : f(x) ≤ a} ∈ M;

(3) minden a ∈ R-re f−1((a,∞)) = {x : f(x) > a} ∈ M;

(4) minden a ∈ R-re f−1([a,∞)) = {x : f(x) ≥ a} ∈ M.

(5) minden G ⊂ R ny��lt halmazra f−1(A) = {x : f(x) ∈ G} ∈ M.

Spei�alisan, minden folytonos f�uggv�eny Borel-m�erhet�o, �es minden monoton R → R f�uggv�eny m�erhet�o.

6.4. lemma. Ha g m�erhet�o �es f folytonos, akkor f ◦ g m�erhet�o.

6.5. t�etel. Ha f, g : X → R m�erhet�o, akkor f + g, f 2
, 1/f , fg, f/g is m�erhet�o.

6.6. t�etel. Ha f1, f2, . . . : X → R m�erhet�o, akkor

(1) sup fn �es inf fn m�erhet�o.

(2) lim sup fn �es lim inf fn m�erhet�o.

(3) Azon pontok halmaza, ahol lim fn l�etezik, m�erhet�o, �es a lim fn f�uggv�eny is m�erhet�o.

6.2. Egyszer�u f�uggv�enyek. Az integr�al de�n��i�oja

Egyszer�u f�uggv�enyek. Egyszer�u f�uggv�eny integr�alja. Nemnegat��v m�erhet�o f�uggv�eny integr�alja. Monoton kon-

vergenia t�etele.

�

Osszeg integr�alja. Beppo Levi t�etele. Fatou-lemma. Val�os �es komplex �ert�ek�u f�uggv�enyek

integr�alja. Korl�atos kovergenia t�etel. Domin�alt konvergenia t�etel. Fatou-Lebesgue t�etel. Az integr�al kiter-

jeszt�ese majdnem m�erhet�o f�uggv�enyekre. Az L1 t�er. Az L1 t�er egys�egg�ombje z�art a pontonk�enti konvergeni�ara.

Ha

∑

||fn||1 konvergens, akkor

∑

fn m.m. konvergens. (Petruska II, 11. fej.)



6.7. de�n��i�o. Egyszer�u f�uggv�eny

6.8. de�n��i�o. Egyszer�u f�uggv�eny integr�alja

6.9. mese. Lehetne pozit��v m�erhet�o f�uggv�eny als�o �es fels�o integr�alj�at de�ni�alni, de automatikusan meg-

egyezik. Ez�ert hivatalosan sak az als�o integr�alt de�ni�aljuk.

6.10. t�etel. Nemnegat��v egyszer�u f�uggv�enyekre (1) Ha f ≤ g, akkor
∫

X
fdµ ≤

∫

X
gdµ;

(2)

∫

A
cdµ = cµ(A)

(3) Ha µ(A) = 0, akkor
∫

A
fdµ = 0

(4) A ⊂ B eset�en

∫

Adµ =
∫

B
χAfdµ

(5) c, d ≥ 0 eset�en

∫

(cf + dg) = c
∫

f + d
∫

g;
(6) R�ogz��tett f egyszer�u f�uggv�eyre ϕ(A) =

∫

A
fdµ m�ert�ek.

Bizony��t�as. (6) Az f egyszer�u f�uggv�enym teh�at vannak olyan F1, . . . , Fn halmazok �es c1 . . . , cn ≥ 0
sz�amok, hogy f =

∑n
i=1 ciχFi

.

Azt kell ellen�orizn�unk, hogy ϕ σ-addit��v. Tfh. A =
⋂∞

k=1Bk (diszjunktak). Ekkor

ϕ(A) =

∫

A

f =

n
∑

i=1

ciµ(A ∩ Fi) =

n
∑

i=1

ciµ

(

( ∞
⋃

k=1

Bk

)

∩ Fi

)

=

n
∑

i=1

ci

∞
∑

k=1

µ(Bk ∩ Fi) =

=

∞
∑

k=1

(

n
∑

i=1

ciµ(Bk ∩ Fi)

)

=

∞
∑

k=1

∫

Bk

fdµ =

∞
∑

k=1

ϕ(Bk).

6.11. t�etel. (1) Ha f ≤ g, akkor
∫

X
fdµ ≤

∫

X
gdµ;

(2)

∫

A
cdµ = cµ(A)

(3) Ha µ(A) = 0, akkor
∫

A
fdµ = 0

(4) A ⊂ B eset�en

∫

Adµ =
∫

B
χAfdµ

(5) c ≥ 0 eset�en

∫

cf = c
∫

f ;
(6)

∫

(f + g) =
∫

f +
∫

g.

Az utol�o bizony��t�asa k�es�obb.

6.12. t�etel (monoton konvergenia t�etele). Ha 0 ≤ f1 ≤ f2 ≤ . . . m�erhet�ok �es f = lim fn (pontonk�ent),

akkor

∫

fdµ = lim
n→∞

∫

fndµ

avagy,

lim
n→∞

∫

fndµ

∫

(

lim
n→∞

fn

)

dµ.

6.13. lemma. Legyen g egyszer�u f�uggv�eny, �es legyen ε > 0 eset�en gε(x) = max(g(x) − ε, 0). Ekkor

limε→0+

∫

gεdµ =
∫

gdµ.

Bizony��t�as. Legyen f =
∑n

i=1 ciχAi
, ahol mondjuk 0 < c1 < . . . < cn, �es legyen ε < min ci.

∑

µ(Ai) = ∞, akkor

∫

gεdµ = ∞.

Ha

∑

µ(Ai) v�eges, akkor
∫

gεdµ =
∫

gdµ− ε
∑

µ(Ai).

Bizony��t�as.[MKT℄ Az

∫

fn sorozat mon n�o, van hat�ar�ert�eke; legyen α = lim
∫

fn. Minden n-re fn ≤ f ,
teh�at

∫

fn ≤
∫

f �es ��gy lim
∫

fn ≤
∫

f ; az a k�erd�es, hogy lehet-e α <
∫

f .
Tegy�uk fel indirekte, hogy α = lim

∫

fn <
∫

f . Az integr�al de�n��i�oja miatt van olyan g egyszer�u

f�uggv�eny, amelyre 0 ≤ g ≤ f �es α <
∫

gdµ ≤
∫

f . Legyen gε mint a lemm�aban. A lemma miatt van olyan

ε > 0, amire

∫

gε > α.
Legyen Bn = {x ∈ X : fn > f − ε}; a Bn halmazon fn(x) ≥ max(f(x)− ε, 0) ≥ gε(x). A monotonit�as

miatt B1 ⊂ B2 ⊂ . . .. Tov�abb�a fn → f miatt el�obb-ut�obb minden pont beker�ul valamelyik Bn halmazba,

ez�ert

⋃

Bn = X . Legyen ϕ(A) =
∫

A
gεdµ; mint l�attuk, ez m�ert�ek X-en. Ezek ut�an

α <

∫

X

gεdµ = ϕ(X) = limϕ(Bn) = lim

∫

Bn

gεdµ ≤ lim

∫

Bn

fndµ ≤ lim

∫

X

fndµ = α,

ellentmond�as.



6.14. megjegyz�es. Cs�okken�o sorozatra nem igaz, pl. R-en fn(x) =
1
n
vagy (0, 1)-en gn = 1

nx
.

Vajon van olyan ellenp�elda is, amikor

∫

fn v�eges?

6.15. t�etel. Ha f, g ≥ 0 m�erhet�oek, akkor

∫

(f + g) =
∫

f +
∫

g.

Bizony��t�as. Minden pozit��v eg�esz n-re legyen

fn(x) = max

{

k

2n
: k ≥ 0, 0 ≤

k

2n
≤ min(f(x), n)

}

�es

gn(x) = max

{

k

2n
: k ≥ 0, 0 ≤

k

2n
≤ min(g(x), n)

}

Ezek pozit��vak, m�erhet�ok, fn ր f �es gn ր g; a MKT miatt

∫

(f+g)dµ = lim

∫

(fn+gn) du = lim

(
∫

fndµ+

∫

gn du

)

= lim

∫

fndµ+lim

∫

gn du =

∫

fdµ+

∫

g du.

6.16. t�etel (Beppo Levi). Ha f1, f2, . . . ≥ 0 m�erhet�ok, akkor

∫

X

(

∞
∑

n=1

fn

)

dµ =
∞
∑

n=1

∫

X

fndµ.

Bizony��t�as.

∫

X

(

∞
∑

n=1

fn

)

dµ =

∫

X

(

lim
N→∞

N
∑

n=1

fn

)

dµ
mkt

= lim
N→∞

∫

X

(

N
∑

n=1

fn

)

dµ = lim
N→∞

N
∑

n=1

∫

X

fndµ =

∞
∑

n=1

∫

X

fndµ.

6.17. megjegyz�es. Ha X = N �es µ a sz�aml�al�om�ert�ek, akkor visszakapjuk azt, hogy ha egy v�egtelen

t�abl�azatban nemnegat��v sz�amok vannak, akkor az oszlop�osszegek �osszege egyenl�o a s sor�osszegek �osszeg�evel.

6.18. t�etel. Ha f ≥ 0 m�erhet, akkor A → ϕ(A) =
∫

A
fdµ m�ert�ek.

Bizony��t�as. Most is sak az kell, hogy σ-addit��v. Legyen A =
⋃

Bn (diszjunktak), akkor χA =
∑

χBn
, �es

ϕ(A) =

∫

A

fdµ =

∫

A

(

∞
∑

n=1

χBn
f

)

dµ
BL

=

∞
∑

n=1

∫

A

χBn
fdµ =

∞
∑

n=1

∫

Bn

fdµ =

∞
∑

n=1

ϕ(Bn).

6.19. lemma (Fatou). Ha f1, f2, . . . ≥ 0 m�erhet�ok, akkor

∫

X

(lim inf fn)dµ ≤ lim inf

∫

X

fndµ.

Bizony��t�as. Ha n ≤ m pozit��v eg�eszek:

inf
k≥n

fk ≤ fm (mert a baloldalon az fm is szerepel)

∫

X

(

inf
k≥n

fk

)

dµ ≤

∫

X

fmdµ

In�mum m szerint:

∫

X

(

inf
k≥n

fk

)

dµ ≤ inf
m≥n

∫

X

fmdµ

n → ∞:

∫

X

(

lim inf
n→∞

fn

)

dµ =

∫

X

(

lim
n→∞

(

inf
k≥n

fk

)

dµ

)

mkt

= lim
n→∞

∫

X

(

inf
k≥n

fk

)

dµ ≤ lim
n→∞

inf
m≥n

∫

X

fmdµ = lim inf
n→∞

∫

X

fndµ.



6.20. megjegyz�es. 1. Van olyan, hogy a k�et oldal nem egyenl�o, pl. fn = χ(0,1) ha n p�aros, fn = χ(1,2) ha

n p�aratlan.

2. A lim inf helyett lim sup-pal egyik ir�anyban sem igaz.

Az el�oz�o p�eld�aban

∫

[0,2]
lim sup fn = 2 �es lim

∫

fn = 1.

A MKT-n�el l�atott p�eld�akban

∫

lim fn = 0 �es lim
∫

fn = ∞.

Az X = R, fn = 1
n
χ(0,n) vagy gn = nχ(0,1/n) f�uggv�enyekre

∫

lim fn = 0 �es lim
∫

fn = 1, illetve

∫

lim gn = 0 �es lim
∫

gn = 1.

6.21. megjegyz�es. A Fatou-lemm�at is �erdekes fel��rni ak�ar sak k�ettag�u �osszgekre:

lim inf an + lim inf bn ≤ lim inf(an + bn).

6.22. de�n��i�o. Val�os �ert�ek�u f�uggv�enyekre

∫

X

fdµ =

∫

X

f+dµ−

∫

X

f−dµ

ha kivonhat�ok.

f µ szerint "integr�alhat�o", ha

∫

X
f+dµ �es

∫

X
f−dµ is v�eges.

Komplex �ert�ek�u f�uggv�enyre val�os + k�epzetes r�esz, de sak akkor �ertelmezz�uk, ha mindkett�o v�eges.

6.23. t�etel. (1)

∫

X
fdµ v�eges ⇔

∫

X
|f |dµ v�eges.

(2)

∫

X
(f + g) =

∫

f +
∫

g, ha mindkett�o �ertelmes �es �osszeadhat�o.

(3)

∫

X
cf = c

∫

f (komplexre is).

(4)

∣

∣

∫

X
fdµ

∣

∣ ≤
∫

X
|f |dµ.

Bizony��t�as. (1) trivi.

(2): El�eg val�osra. Sz�etbontjuk az alaphalmazt 6 r�eszre a k�et f�uggv�eny el�ojel �es nagys�ag szerint,

r�eszenk�ent igaz az �all��t�as.

(3) pozit��v �es negat��v val�os c-re is trivi. A komplex esetben kibontjuk val�os �es k�epzetes r�eszekre.

(4) El�osz�or elforgatjuk f -et �ugy, hogy
∫

X
fdµ pozit��v val�os legyen. Ut�ana

∣

∣

∣

∣

∫

X

fdµ

∣

∣

∣

∣

=

∫

X

fdµ ≤

∫

X

|f |dµ.

6.24. t�etel (kis Lebesgue-t�etel; korl�atos konvergenia t�etele). Ha µ(X) v�eges, fn egyenletesen korl�atos,

�es fn → f pontok�ent, akkor

∫

X

fdµ = lim

∫

X

fndµ,

avagy

∫

X

(lim fn)dµ = lim

∫

X

fndµ.

6.25. t�etel (nagy Lebesgue-t�etel; domin�alt konvergenia t�etele). Ha g ≥ 0 integr�alhat�o, |fn| ≤ g �es fn → f
pontok�ent, akkor

∫

X

fdµ = lim

∫

X

fndµ,

avagy

∫

X

(lim fn)dµ = lim

∫

X

fndµ.

A g a "domin�ans" f�uggv�eny.

6.26. t�etel (Fatou-Lebesgue). Ha g ≥ 0 integr�alhat�o, �es |fn| ≤ g, akkor

∫

X

(lim inf
n→∞

fn)dµ ≤ lim inf
n→∞

∫

X

fndµ ≤ lim sup
n→∞

∫

X

fndµ ≤

∫

X

(lim sup
n→∞

fn)dµ.



Bizony��t�as. A nagy Lebesgue-t�etelb�ol k�ovetkezik a kis Lebesgue-t�etel: ha |fn| ≤ M minden n-re, akkor
g = M j�o domin�ans.

A Fatou-Lebesgue t�etelb�ol k�ovetkezik a nagy Lebesgue, mert lim inf fn = lim sup fn = lim fn.
A Fatou-Lebesgue t�etelben a egyenl�otles�egek bizony��t�asa: Fatou-lemma a g + fn f�uggv�enyre; trivi�alis;

Fatou-lemma a g − fn f�uggv�enyre.

6.27. de�n��i�o. Legyen T : X → {igaz, hamis}. T az A halmazon µ-m.m. teljes�ul, ha van olyan N
nullm�ert�ek�u halmaz, hogy A \N-en T konstans igaz.

Trivi: Ha f = g m.m., akkor

∫

X
f =

∫

X
g.

f µ-majdnem m�erhet�o, ha egy nullm�ert�ek�u halmazon megv�altoztathatjuk/de�ni�alhatjuk �ugy, hogy m�erhet�o

legyen.

6.28. k�ovetkezm�eny. Az (X,M, µ) m�ert�ekt�eren integr�alhat�o, val�os vagy komplex �ert�ek�u f�uggv�enyek val�os,

illetve komplex vektorteret alkotnak. Ezt L1(X)-szel vagy L1(X,M, µ)-vel vagy sak L1-gyel fogjuk jel�olni.

Egy f ∈ L1 f�uggv�eny "norm�aja": ‖f‖1 =
∫

X
|f |dµ.

A h�aromsz�og-egyenl�otlens�eg trivi�alisan teljes�ul.

Ez ��gy m�eg nem metrikus t�er, de faktoriz�alhatunk a m.m. nulla f�uggv�enyek ter�evel.

6.29. t�etel. Ha ‖fn‖1 ≤ 1, �es fn → f , akkor ‖f‖1 ≤ 1.

Bizony��t�as. A Fatou-lemm�ab�ol

‖f‖1 =

∫

X

(lim inf |fn|) dµ ≤ lim inf

∫

X

|fn|dµ ≤ 1.

6.30. t�etel. Ha

∑

‖fn‖1 < ∞, akkor m.m. x-re
∑

fn(x) konvergens.

Bizony��t�as. Legyen g =
∑

|fn|. A Beppo Levi t�etel miatt

∫

X

gdµ =
∑

∫

X

|fn|dµ =
∑

‖fn‖1 < ∞,

ez�ert g < ∞ m.m.. Akkor viszont

∑

fn(x) m.m. x-re abszol�ut konvergens, teh�at konvergens.
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