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6. Mérték szerinti integral

6.1. Mérhetd fiiggvények

Meérheté fiiggvények, a mérhetdség kiillonbozs ekvivalens feltételei félegyenesek Gsképeivel, mérhetd fliggvények
kompozicidja, Gsszege, szorzata sth., megszamlilhaté sok mérhetd fiiggvény pontonként szuprémuma, infimuma,
liminfje, szuprémuma, a konvergenciahalmaz mérhetésége. [Petruska, 52-56. o.]

6.1. lemma. Legyen (X, M) mérhetd tér és f : X — Y. Ekkor
N={ACY:f*A)eM}
o-algebra Y -on.

6.2. definicié. Legyen (X, M) és (Y,N') mérhetd terek és f : X — Y.
Az f leképezés "(M,N)-mérhetd", ha minden A € N-re f~1(A) € M.
Ha N = B, akkor M-mérhetd vagy csak "mérhetd”.
Ha M = B, akkor "Borel-mérhets”.
Ha M = L, akkor "Lebesque-mérhetd".
Sokszor nem a o-algebrdval, hanem a mértékkel fejezzik ki: "p-mérhetd”.

6.3. megjegyzés. Elég az N eqy generdtorrendszerére ellenérizni. Példdul a Borelhalmazokat generdljdk
a (—o0,a) vagy a (—oo,al stb. félegyenesek, tehdt f akkor és csak akkor mérhetd, ha

(1) minden a € R-re f~1((—o00,a)) ={z: f(z) < a} € M;

(2) minden a € R-re f~1((—o0,a]) ={z: f(z) <a} € M;

(3) minden a € R-re f~1((a,00)) = {x: f(x) > a} € M;

(4) minden a € R-re f~1([a,00)) = {z: f(x) > a} € M.

(5) minden G C R nyilt halmazra f~1(A) = {z : f(z) € G} € M.

Specidalisan, minden folytonos fiigguény Borel-mérhetd, és minden monoton R — R fiigguény mérheta.
6.4. lemma. Ha g mérhetd és f folytonos, akkor f o g mérhetd.
6.5. tétel. Ha f,g: X — R mérhetd, akkor f + g, f%, 1/f, fg, [/g is mérheté.

6.6. tétel. Ha f1, f5,...: X — R mérhetd, akkor
(1) sup f,, ésinf f,, mérhetd.
(2) limsup f,, és iminf f, mérhetd.
(3) Azon pontok halmaza, ahol lim f, létezik, mérhetd, és a im f,, fiigguény is mérhetd.

6.2. Egyszerii fiiggvények. Az integral definicija

Egyszerii fiiggvények. Egyszeri fiiggvény integrilja. Nemnegativ mérhetd fiiggvény integralja. Monoton kon-
vergencia tétele. Osszeg integralja. Beppo Levi tétele. Fatou-lemma. Valés és komplex értéki fiiggvények
integralja. Korldtos kovergencia tétel. Domindlt konvergencia tétel. Fatou-Lebesgue tétel. Az integral kiter-
jesztése majdnem mérhets fliggvényekre. Az £ tér. Az L, tér egységgémbje zart a pontonkénti konvergencidra.
Ha > ||fn|l1 konvergens, akkor > f,, m.m. konvergens. (Petruska II, 11. fej.)



6.7. definicié. Egyszerid fiigguény
6.8. definicié. Egyszerd fiigguény integrdlja

6.9. mese. Lehetne pozitiv mérhetd fiigguény also és felsd integraljat definidlni, de automatikusan meg-
eqyezik. Ezért hivatalosan csak az also integrdlt definidljuk.

6.10. tétel. Nemnegativ egyszeri figguényekre (1) Ha f < g, akkor fX fdu < fX gdp;

(2) [, cdp = cu(A)

(8) Ha pu(A) =0, akkor [, fdu =0

(4) A C B esetén [ Adp = [ xafdu

(5) c,d >0 esetén [(cf +dg)=c [ f+d[g;

(6) Rigzitett | egyszerd figguéyre p(A) = [, fdp mérték.

Bizonyitas. (6) Az f egyszerii fiiggvénym tehat vannak olyan Fi, ..., F, halmazok és ¢;...,¢, > 0

szamok, hogy f=>""  ¢;xF,-
Azt kell ellenérizniink, hogy ¢ o-additiv. Tth. A = (.2, By (diszjunktak). Ekkor

p(A) = /Afz ZciU(AﬂFi) = Zciu ((UBk) OF@) = ZQ‘ZN(BkmE) =
= (Z CiM(BkﬂFi)> = Z/ fdp = Z<P(Bk)-
k=1 B k=1

k=1 =1

6.11. tétel. (1) Ha [ < g, akkor [, fdu < [y gdu;

(2) [yedu = cu(A)

(8) Ha pu(A) =0, akkor [, fdu =0
(4) AC B esetén [ Adp = [, xafdp
(5) ¢ >0 esetén [cf =c [ f;

6) [(f+9)=Jf+]g

Az utol6 bizonyitédsa késGbb.

6.12. tétel (monoton konvergencia tétele). Ha 0 < f; < fo < ... mérhetdk és f = lim f,, (pontonként),

akkor
/ fdu = lim / Fudy
n—oo

lim | f,du / ( lim fn>du.

n—oo n—oo
6.13. lemma. Legyen g egyszeri figgvény, és legyen € > 0 esetén g.(x) = max(g(z) — €,0). FEkkor
lime o4 [ gedp = [ gdp.

avagy,

Bizonyitds. Legyen f =" ¢;xa,, ahol mondjuk 0 < ¢; < ... < ¢, és legyen € < ming;.

> u(A;) = oo, akkor [ g.du = oo.

Ha > u(A;) véges, akkor [ g.du= [gdu—ed pu(A;).

Bizonyitas.[MKT| Az [ f, sorozat mon né, van hatarértéke; legyen o = lim [ f,,. Minden n-re f, < f,
tehat [ f, < [ f ésigy lim [ f, < [ f; az a kérdés, hogy lehet-e a < [ f.

Tegyiik fel indirekte, hogy a = lim [ f,, < [ f. Az integral definiciéja miatt van olyan g egyszeri
fliggvény, amelyre 0 < g < f és a < [gdu < [ f. Legyen g. mint a lemmdban. A lemma miatt van olyan
e >0, amire [ g. > a.

Legyen B, = {x € X : f, > f —¢}; a B, halmazon f,(z) > max(f(z) —¢,0) > g.(z). A monotonitas
miatt By C By C .... Tovabba f,, — f miatt el6bb-utébb minden pont bekeriil valamelyik B, halmazba,
ezért |J B, = X. Legyen ¢(A) = [, g.dy; mint lattuk, ez mérték X-en. Ezek utdn

a < / gedp = (X)) =limp(B,) =lim | g.du <lim fudp < lim/ fodp = a,
X X

Bn Bn

ellentmondas.



6.14. megjegyzés. Csikkend sorozatra nem igaz, pl. R-en f,(z) = % vagy (0,1)-en g, = n—lm
Vajon van olyan ellenpélda is, amikor [ f, véges?

6.15. tétel. Ha f,g > 0 mérhetdek, akkor [(f+g)= [f+ [g.

Bizonyitas. Minden pozitiv egész n-re legyen

fo(z) = max{Qﬁn ck>0,0< 2% < min(f(:c),n)}
és ) )
gn(z) = max{z—n tk>0,0< on < min(g(x),n)}

Ezek pozitivak, mérhetsk, f,, 7 f és g, " ¢g; a MKT miatt

/ (f+g)du = lim / (fotgn) du = lim ( / Fudp + / n du) — lim / fodp+1im / g du = / fdut / g du.

6.16. tétel (Beppo Levi). Ha fi, fo,... > 0 mérhetdk, akkor

/ <i fn> dji = i | fun

Bizonyitas.
e N . N N [’
£ ) du = / im S 7, ) de ™" Jim £ ) du = Tim / Fudyn = / fudi.

6.17. megjegyzés. Ha X = N és pu a szamlalomérték, akkor visszakapjuk azt, hogy ha eqy végtelen
tabldzatban nemnegativ szamok vannak, akkor az oszlopdsszegek dsszege eqyenld a s sordsszegek dsszegével.

6.18. tétel. Ha [ > 0 mérhet, akkor A — o(A) = [, fdu mérték.

Bizonyitas. Most is csak az kell, hogy o-additiv. Legyen A = J B,, (diszjunktak), akkor x4 = >_ x5, €s
o) = [ fan= [ (Zxan) DS RUNITED Y ANETED SETAL
A A n=1 n=1 A n=1" Bn n=1

6.19. lemma (Fatou). Ha f1, fa,... > 0 mérhetdk, akkor
/(liminf fo)du < liminf/ fadp.
X X

Bizonyitas. Ha n < m pozitiv egészek:

inf f, < f,n (mert a baloldalon az f,, is szerepel)

k>n
/X (,igﬂ fk) dp < /X Jmdp
/X (,E;E fk) du < nlfifn /X Jmdp
n — oQ:

/ (hmmf fn> dp = / (lim (inf fk) dﬂ) K )im (inf fk) du < lim inf / Fondys = lim inf / fudpe.
X n—00 x \n—o \ k>n n—oo [y \k>n n—oom>n [ n—oo [y

Infimum m szerint:



6.20. megjegyzés. 1. Van olyan, hogy a két oldal nem egyenld, pl. f, = x(0,) ha n pdros, f, = X2 ha
n pdratlan.

2. A liminf helyett lim sup-pal eqyik irdnyban sem igaz.

Az el6z6 példdaban f[072] limsup f, =2 éslim [ f, = 1.

A MKT-nél litott példdkban [lim f, =0 éslim [ f,, = oo.

Az X =R, fu = ZX(0m) Va9Y Gn = NX(0,1/n) fuggvenyekre Jlmf, = 0 éslim [ f, = 1, illetve
[limg, =0 eshmfgn—l

6.21. megjegyzés. A Fatou-lemmdt is érdekes felirni akdr csak kéttagi 6sszgekre:
liminf a,, + liminf b,, < liminf(a, + b,).

6.22. definicié. Valos értéki fiiggvényekre

/fduz/ f+dl~b—/ f-dp
X X X
ha Ekivonhatdk.

[ w szerint "integrdlhatd”, ha [, fidp és [ f-du is véges.
Komplex értékid fiigguényre valos + képzetes rész, de csak akkor értelmezzik, ha mindkettd véges.

6.23. tétel. (1) [, fdp véges & [ |f|dp véges.
(2) [ (f+9)= [ f+ [ g, ha mindketté értelmes és dsszeadhald.

(8) [ycf =c [ f (komplexre is).

(4) [ fau| < [ 1£lde.
Bizonyitas. (1) trivi.

(2): Elég valdésra. Szétbontjuk az alaphalmazt 6 részre a két fiiggvény elGjel és nagysag szerint,
részenként igaz az allités.

(3) pozitiv és negativ valés c-re is trivi. A komplex esetben kibontjuk valds és képzetes részekre.
4) Elészor elforgatjuk f-et igy, hogy du pozitiv valés legyen. Utdna
g g gy Jx JAK g

/deM'Z/deMS/X|f|dM-

6.24. tétel (kis Lebesgue-tétel; korldtos konvergencia tétele). Ha u(X) véges, f, egyenletesen korldtos,

és fn — [ pontoként, akkor
[ fu=tim [ fdn,
X X

[ i g =t [ pe

6.25. tétel (nagy Lebesgue-tétel; domindlt konvergencia tétele). Ha g > 0 integrdlhato, |f,| < g és f, — f

pontoként, akkor
[ fu=tim [ fn,
X X

/)((hmfn)dﬂzhm/andlu.

avagy

avagy
A g a "domindns" fiigguény.
6.26. tétel (Fatou-Lebesgue). Ha g > 0 integrdlhatd, és |f,| < g, akkor

/(hm inf f,,)dp < llm 1nf/ fudp < lim sup/ fudp < / (lim sup f,,)du
X X X

n—o0 n—o0o n—o00



Bizonyitds. A nagy Lebesgue-tételbdl kivetkezik a kis Lebesgue-tétel: ha |f,| < M minden n-re, akkor
g = M j6 domindns.

A Fatou-Lebesgue tételbsl kévetkezik a nagy Lebesgue, mert liminf f,, = limsup f,, = lim f,,.

A Fatou-Lebesgue tételben a egyenl6tleségek bizonyitdsa: Fatou-lemma a g + f,, fiiggvényre; trividlis;
Fatou-lemma a g — f,, fiiggvényre.

6.27. definicié. Legyen T : X — {igaz, hamis}. T az A halmazon p-m.m. teljesil, ha van olyan N
nullmértékd halmaz, hogy A\ N-en T konstans igaz.

Trivi: Ha f = g m.m., akkor [, f = [, g.

f n-majdnem mérhetd, ha egy nullmértéki halmazon megudltoztathatjuk/definidlhatjuk igy, hogy mérhetd
legyen.

6.28. kovetkezmény. Az (X, M, u) mértéktéren integrdalhatd, valds vagy komplex értéki figgvények valos,
illetve komplex vektorteret alkotnak. Ezt Lq(X)-szel vagy L£1(X, M, p)-vel vagy csak Ly-gyel fogjuk jelélni.

Egy f € Ly figguény "normdja”: || flly = [y | fldp.
A hdromszig-egyenlétlenség trividlisan teljesiil.
Ez igy még nem metrikus tér, de faktorizalhatunk a m.m. nulla fiigguények terével.

6.29. tétel. Ha ||f.||1 <1, és f, — f, akkor || f|1 < 1.

Bizonyitas. A Fatou-lemmabdl

I = [ (iminf o)) d < timint [ [7,]ap < 1.
X X

6.30. tétel. Ha ) ||full1 < o0, akkor m.m. x-re Y f.(x) konvergens.

Bizonyitas. Legyen g = Y |f.|- A Beppo Levi tétel miatt

o= [ 1bdn = 15l < .

ezért g < oo m.m.. Akkor viszont »_ f,(z) m.m. z-re abszolit konvergens, tehét konvergens.
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