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7. Riemann(-Stieltjes) és Lebesgue(-Stieltjes) integralok

7.1. definicié. Legyen A az R vagy RP vagy egy mds metrikus tér részhalmaza és f : A — R.
Az f fiigguény felsd és also burkoldja

f(z) = lim (supf(B(a:,r)ﬂA)), illetve  f(x) = lim (inff(B(x,r) ﬂA)).

r—+0 r—-+0

7.2. lemma.
(1i<i<
(2) fla) = f

7.3. definicié. Legyen A az R vagy RP wvagy egy mds metrikus tér részhalmaza és f : A — R. Az f
fiigguény "felilrdl félig folytonos" (f.f.f.) az a € A pontban, ha

7;
(

a) akkor és csak akkor, ha f folytonos a-ban.

Ve>0 30 >0 Ve B(a,0)NA f(x)> f(a) —¢,
illetve "alulrdl félig folytonos” (a.f.f.) az a € A pontban, ha
Ve>0 30 >0 Vo e B(a,0)NA f(z) < f(a)+e.

7.4. lemma.
(1a) f: A — R akkor és csak akkor f.f.f., ha barmely c € R-re f’l((—oo, c)) relativ nyilt.
(1b) f : A — R akkor és csak akkor a.f.f., ha bdrmely c € R-re ffl((c, o0)) relativ nyilt.
(2) A felsé burkold f.f.f., az alsé burkolo a.f.f..

7.5. kbvetkezmény. Az also és a felsd burkolo is Borel-mérhetd.
7.6. lemma. Ha I, 1,... intervallumsorozat, amelyeknek a kozds belsé pontja, és |I,| — 0, akkor

inf f(I, NA) = f(a) és Y f(I,NA) = fla).

A tovdbbiakban G C R nyilt intervallum és g : G — R monoton névekvs; u a g megvaltozdsabol
szarmaztatott LS-mérték. Tovdbbd [a,b] C G és f : [a,b] — R korldtos, és feltételezziik, hogy f-nek és
g-nek az [a, b] intervallumra megszoritva nincs kozos szakaddsi helye.

7.7. definicié. Felosztds: a =29 < x1 < ...<x, =0b; azxy,...,x,_1 pontok g-nek folytonossdgi pontjai.

n n

sp =3 (inf f([zi,@]) ) (9(@) = g(wir), Sp = (sup f(fwi,m]) ) (gles) = gleir)

i=1 =1

. —
/ fdg =sup{sp: F felosztas}, / fdg=inf{Sp: F felosztdis}



7.8. lemma. =
(1) Ha Fy finomitdsa Fy-nek, akkor sp, < sp, < fbf dg és Sp, > Sp, > faf dg.

—b
(2) ['fdg < [,f dg.
(3) Minden & > 0-hoz van olyan § > 0, hogy bdrmely, 6-ndl finomabb F' felosztdsra sp > fbf dg—¢ és

Sk < TZ fdg+e. A bizonyitds ugyanaz, mint a Riemann-integrdlndl, hazi feladat végiggondolni.
—b
(4) A RS-integrdl akkor és csak akkor létezik, ha fbf dg = [ f dg; ilyenkor persze fab fdg= fbf dg =

I, dg.

A bizonyitds ugyanaz, mint a Riemann-integralndl, hdzi feladat végiggondolna.

7.9. lemma. Van olyan F,, felosztdssorozat, amiben

(1) mindegyik felosztisnak finomitisa a kévetkezd felosztds;
(2) 6(F,) — 0;

(3) sk, = ['f dg €5 S, — Jf dg.

Bizonyitas. Rekurzivan, Fy = (a,b). Ha F,_; mdr van: vegyiink egy-egy olyan Gi,Gs, G3 felosztést,
—b

amire §(G1) < %; SGy > fbf dg — %; Say < faf dg + % Ezek utan legyen F, az F,_q, G, G2, G3 egy

kozos finomitdsa.

7.10. tétel. Tegyiik fel, hogy g balrdl folytonos a-ban és jobbrdl folytonos b-ben.
Legyen p a g megudltozdsdabol szarmaztatott LS-mérték. Ekkor

b —b
/ fdg= Sdu  és / fdg= fdpu.
J [a,b] a [a,b]

Bizonyitas. Az integralok léteznek, mert a burkolék Borel-mérhetsk.

Vegyiik az el6bbi felosztassorozatot; az F), felosztasbdl készitett alsé és fels§ lépesdstiiggvény legyen
an(x), illetve 5, (x).

A finomodds miatt a,, < a1 68 B > Bnat-

Majdnem minden € [a, b] pontra rdhizédnak a felosztdsok intevallumai, igy oy, () — f(z) és B, (x) —
f(x), kivéve azokat a pontokat, amik valamelyik felosztdsnak belsé osztépontjai.

A bels6 osztépontok a g-nek folytonossagi pontjai, ezért az Osszes belsG osztépontok halmaza p-
nullmértéki. A felosztds belsé intervallumainak mértéke pu((z;,z;)) = g(z;) — g(x;). A végpontokban
g a kiilsé odalrdl folytonos, ezért u([a,z1]) = g(x1) — g(a) és p((x;,0]) = g(b) — g(z;). Tehdt a,, — f és
Bn — f, p-m.m., és

b
/ fdg =limsg, =lim adp Y / fdu
< a [a,b] [a,b]
és
—b

/ fdg=1mSr =lm [ B.du ™ /[ ]fdu
a a,b

[a,b]

7.11. tétel. Tegyiik fel, hogy g balrdl folytonos a-ban és jobbral folytonos b-ben, és legyen p a g megudltozdsdbol
szdrmaztatott LS-mérték.

(1) Az fff dg Riemann-Stieltjes integrdl akkor és csak akkor létezik, ha nincs olyan pont, ahol f és g
15 szakad, és az f figguény pu-m.m. folytonos.

(2) Ha az fa f dg Riemann-Stieltjes integrdl létezik, akkor az [ fiigguény p-mérhetd, és fabf dg =
f[a,b] fdﬂ

Bizonyitas. (1) A RS integral 1étezik < iZf dg = TZf dg & f[a’b] fdp = fdp < f[a,b] (f = fdp <

7—i: 0 p-m.m. < f p-m.m. folytonos.
(2) Ha a RS integral létezik, akkor f = f py-m.m., tehat f p-majdnem Borel-mérhetd.
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