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8. Eld6jeles mértékek és variacioik
Elgjeles és komplex mértékek. ElGjeles mérték nem veheti fel mindkét végtelent. Majorans mérték. Pozitiv,
negativ és totdlis variacié. A totdlis varidcié majordlja a pozitiv és a negativ varidciét. ElGjeles mérték szerint

létezik maximédlis és minimélis mértékd halmaz. Hahn-felbontds. Jordan-felbontds. 7 = 7 4+ v. (Petruska II,
17. fej.)

Mindig ugyanazon az (X, M) mérhetd téren fogunk jatszani.

8.1. definicié. ¥ : M — R eldjeles mérték, ha 9(0) = 0 és o-additiv.
¥ : M — C komplex mérték, ha 9(0) = 0 és o-additiv. (Az értéke csak véges lehet.)

8.2. példa. Hogy gydrthatunk eldjeles és komplexr mértékeket? Pl. két mérték kilonbsége; valds, illetve
komplex értékid fiigguény integrdlja...

8.3. tétel. Eldjeles mérték nem veheti fel mindkét végtelent.

Bizonyitas. Ha J(P) = 400 és 9(N) = —oo, akkor az A= P\ N, B= N\ P és C = PN N halmazokra
IY(A) +9(C) = IP) = 400, ¥(B) + J(C) = J(N) = —o0, emiatt J(A), ¥(B), J(C) kozott is mindkét
végtelen szerepel, de ezeket Ossze kellene tudni adnunk...

8.4. definicié. A (X, M, u) mérték majordlja az (X, M, ) eldjeles/komplex mértéket, ha minden A €
cM-re [9(A)| < u(A).

8.5. definici6. Az (X, M, ) eldjeles mérték totdlis varidcidja
7(A) = sup{|9(B)| + [9(C)| : B,C C A, BN C = ()}

= sup{z |¥(By)| :ne€N,B, C A, B,N B, =0}
k=1

=sup{ _|9(By)| : By C A, BN B, = 0}
k=1
Az (X, M, ) komplex mérték totdlis varidcidja

7(A) = sup{> [J(B,)|:n € N, B, C A, BN B, = 0}
k=1

= sup{z |¥(B,)| :n € N,B, C A, BN B, =0}
k=1

Az (X, M, 9) eldjeles mérték pozitiv varidcidja

m(A) =sup{d(B) : B C A}
Az (X, M, ) eldjeles mérték negativ varidcidja

v(A) = sup{—9¥(B) : B C A}

8.6. tétel. 7, m, v mértékek.
T magordlja V-t, w-t és v-t.
A 7 a legkisebb mérték, ami majordlja 9-t.



Bizonyitds. 7 mérték: trivi, hogy m(A4) > J(0) = 0, tehat = > 0. Az is trivi, hogy 7(0) = 0. Azt kell
bizonyitani, hogy 7 o-additiv. Tegyiik fel, hogy A,... € M diszjunktak és A = J A,.
Mindegyik n-hez vegyiink egy olyan B, , C A, sorozatot, amire 0 < ¥(B, ) — 7(A,). Ekkor minden

k-re és N-re
N N
> 9(Bui) = 19( U BM) < m(A).
n=1 n=1

Most k — oo, majd N — oo hatdrdtmenet:

> w(An) < w(A). (1a)

Megforditva, legyen Cy C A olyan sorozat, amelyre J(Cy) — m(A), és legyen C,, , = A, N Cy. Ekkor

I(Cy) = 19( U cn,k) = D(Cop) <D (An);
n=1 n=1 n=1
A k — oo hatdratmenetbdl .
m(A) = lim 9(Cy) < ) w(Ay). (1b)

k—o0
n=1

Az (1a) és (1b) egyiitt azt adja, hogy

T(A) = 7(A,).

n=1

7 mérték: 7(0)) = 0, és trividlis, hogy 7(A) > 9(0) = 0; most is a o-additivitéds kell; Legyen megint
A = A,, diszjunktak.

Mindegyik A,-hez és mindegyik k-hoz vegyiik 7(B,,)-nek egy kozelits 6sszegét gy, hogy ezek k — oo
esetén 7(B,)-hoz tartsanak, vagyis vegyiik B, , C A, halmazok sorozatdnak egy sorozatdt dgy, hogy
mindegyik n, k-ra az B, .1, Bp .2, - . - halmazok diszjunktak, és limy_oc > o, |0(Bnie)| = 7(A,). Rogzitett
k-ra a B, i, halmazok diszjunkt részei A-nak, ezért minden N-re

> (Z \ﬂ(Bn,k,m) < 7(A).

k — oo majd N — oo:

n=1
A megforditdshoz vegyiik 7(A) kozelits Gsszegeinek egy sorozatat, vagyis Cy, C A halmazokat ugy,
hogy rogzitett k-ra Cy 1, C 2, . .. diszjunktak, és limy_,»o Y= [9(Cyr)| = 7(A). Legyen C, 5 p = A, N Chp.

Z [H(Che)| = Z ﬁ( U Cn,kz) = Z Zﬁ(Cnu) <
<D X 9Cna)| = (Z wwnvk,z)}) <3 (A

k — oo:

Az trivialis, hogy 7 majoral, és a legkisebb.



8.7. lemma. Ha ¥ eldjeles mérték, akkor léteznek olyan A, B C X halmazok, amelyekre m(X) = J(A) és
v(X) = —9(B).
Bizonyitds. A m-re bizonyitunk.

1. eset: m(X) = o0, azaz ¥ nem korlétos feliilrgl.

Nevezziink egy V' € M halmazt "végtelennek", ha (V) = oo, és egy végtelen V halmazt "bont-
haténak" (v.6. "Rontom-bontom, kisnyulacska!"), ha vannak olyan F és V' diszjunkt részhalmazai, ame-
lyekre 9(E) > 1 és w(V') =

1.a. eset: Minden végtelen halmaz bonthaté. Ekkor bontva és tovdbbontva
X D EyUV; D EiU(E,UVy) D EiU(EU(BsUVs) D ..y

de akkor Ey, Es, ... diszjunkt halmazok, mindegyikre J(E,) > 1, igy az A = |J E,, halmazra J(A) = oc.

1.b. eset: Van nem bonthat6 végtelen halmaz. Legyen V;, nem bonthaté végtelen halmaz; ennek persze
a végtelen részhalmazai sem bonthatok. Indirekt tegyiik fel, hogy ¢ értéke soha sem oo.

Definidljunk egy Vo D Vi D Vo D ..., végtelen, nem bonthaté halmazokbdl all6 sorozatot. V{ mar
megvan. Ha V,, mar megvan, akkor legyen V,,.; C V,, olyan, amelyre ¥(V,,1) > max(d(V,,) + 1,1); ilyen
van, mert m(V,,) = oco. AV, \ V,41 nem lehet végtelen halmaz, mert V,, nem bonthaté. Tehdt V. is
végtelen halmaz, rdaddsul része a nem bonthaté V,-nek, tehat ¢ sem bonthato.

Most legyen K, = V,, \ V,11; ekkor

V(EK,) =0(Vy) = 9(Vig) < —1

Az N = |J,2, K,, halmazra ezért J(N) = —oo. De az lehetetlen, hogy a pozitiv mértékt V;-nek legyen
egy —oo mértékii részhalmaza.

2. eset: m(X) véges, azaz ¥ feliilrél korlatos.
Sziikségiink lesz a kovetkezs becslésre: ha ¥(H) > w(X) — e, és R C H, akkor

IR)=V(H) -V (H\R)> (7n(X)—¢)—7n(X) = —c.
Vegyiink minden n pozitiv egészhez egy P, € M halmazt, amire J(F,) > max(m(X) — 2,L,O) Legyen
= Uy, Po (a Q, sorozat csdkkend) és A = (2, Qr. (Az A =2, (U, P.) halmazt hivjuk a P,

halmazsorozat "limesz szuperior"-anak.)

Qw=PF, U (Pk+1 \ Pk) U (Pk+2 \ (P U Pk+1)> U (Pk+3 \ (P, U Ppyq U Pk+2)> U ...

IQ) = Zﬁ(P\UPK) ( _2_1k)_°° Q%ZW(X)_%

n=k+1
osﬂ<X>—ﬁ<A><v<Qk>+22—k—ﬁ< ) = 0(Qu\A) + Zv @\ Qo) + Z( (Qu\ Qo) + 2)

Az utolsé szumma tagjai nemnegativak, mert ¥(Q, \ Qni1) > —Q—n. Az Gsszege pedig véges, mert példaul
I(Qr \ A) is véges. Ha k-val tartunk oco-be, a szumma 0-hoz tart, ezért m(X) —J(A) = 0, vagyis J(A) =
(X).

8.8. kovetkezmény. 7(X) és v(X) kozil legaldbb az egyik véges.

Bizonyitas. A 8.7 lemma szerint m(X) és —v(X) is értéke ¥-nak, de a 8.3 tétel szerint nem lehet mindketts
végtelen.

8.9. tétel (Hahn-felbontas). Ha ¥ eldjeles mérték: X felbonthatd két diszjunkt részre: X = P U N gy,
hogy m(N) =0 és v(P) = 0.



Bizonyitas. 1. eset: 7(X) < oo.
Legyen P C X olyan halmaz, amelyre J(P) = 7(X) és N = X \ P.
Tetsz6leges H C P esetén ¥(H) = 9(P) — (P \ H) > m(X) — n(X) = 0, igy valéban v(P) = 0.
Tetsz6leges H C N esetén 9(H) = H(PUH) — ¢¥(P) < n(P) — n(P) = 0, igy valéban 7(N) = 0.
2. eset: m(X) = oo. Ekkor v(X) véges, felcseréljiik P és N definici6jat.

8.10. kérdés. Egyértelmi a Hahn-felbontds?
Nem. De t-majdnem: ha X = Py UN; = P, U Ny két Hahn-felbontds, akkor az PLAP, = N{ANy =
(PLUP)N(N1UNs) halmazon m = v = 0, vagyis a szimetrikus differencidn O konstans 0 és 7(PLAP) = 0.

8.11. kovetkezmény. 7(A) = J(ANP) ésv(A) = —-9(ANN).

Bizonyitas. Bérmilyen B C A-ra 9(B) = 9(BNP)+I(BNN) <IANP)+0é B= AN P esetén
egyenl@ség van.

8.12. kovetkezmény (Jordan-felbontds). Ha O eldjeles mérték, akkor ¢ = m — v.
8.13. kovetkezmény. 7 =7 + v.

8.14. k6vetkezmény. V(X)) akkor és csak akkor véges, ha w(X) és v(X) véges.
Minden komplex mérték totdlis varidcidja véges.

8.15. kovetkezmény.
9(4) = [ (xr = ) ()
A
Tehat, minden eldjeles mérték elddll integralként...

8.16. kérdés. Vajon igaz-e valami (x)-hez hasonld dsszefiiggés komplex mértékekre?
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