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8. El�ojeles m�ert�ekek �es vari�ai�oik

El�ojeles �es komplex m�ert�ekek. El�ojeles m�ert�ek nem veheti fel mindk�et v�egtelent. Major�ans m�ert�ek. Pozit��v,

negat��v �es tot�alis vari�ai�o. A tot�alis vari�ai�o major�alja a pozit��v �es a negat��v vari�ai�ot. El�ojeles m�ert�ek szerint

l�etezik maxim�alis �es minim�alis m�ert�ek�u halmaz. Hahn-felbont�as. Jordan-felbont�as. τ = π + ν. (Petruska II,

17. fej.)

Mindig ugyanazon az (X,M) m�erhet�o t�eren fogunk j�atszani.

8.1. de�n��i�o. ϑ : M → R el�ojeles m�ert�ek, ha ϑ(∅) = 0 �es σ-addit��v.

ϑ : M → C komplex m�ert�ek, ha ϑ(∅) = 0 �es σ-addit��v. (Az �ert�eke sak v�eges lehet.)

8.2. p�elda. Hogy gy�arthatunk el�ojeles �es komplex m�ert�ekeket? Pl. k�et m�ert�ek k�ul�onbs�ege; val�os, illetve

komplex �ert�ek�u f�uggv�eny integr�alja...

8.3. t�etel. El�ojeles m�ert�ek nem veheti fel mindk�et v�egtelent.

Bizony��t�as. Ha ϑ(P ) = +∞ �es ϑ(N) = −∞, akkor az A = P \N , B = N \ P �es C = P ∩N halmazokra

ϑ(A) + ϑ(C) = ϑ(P ) = +∞, ϑ(B) + ϑ(C) = ϑ(N) = −∞, emiatt ϑ(A), ϑ(B), ϑ(C) k�oz�ott is mindk�et

v�egtelen szerepel, de ezeket �ossze kellene tudni adnunk...

8.4. de�n��i�o. A (X,M, µ) m�ert�ek major�alja az (X,M, ϑ) el�ojeles/komplex m�ert�eket, ha minden A ∈
cM-re

∣

∣ϑ(A)
∣

∣ ≤ µ(A).

8.5. de�n��i�o. Az (X,M, ϑ) el�ojeles m�ert�ek tot�alis vari�ai�oja

τ(A) = sup{|ϑ(B)|+ |ϑ(C)| : B,C ⊂ A,B ∩ C = ∅}

= sup{
n
∑

k=1

|ϑ(Bk)| : n ∈ N, Bk ⊂ A,Bk ∩ Bℓ = ∅}

= sup{
∞
∑

k=1

|ϑ(Bk)| : Bk ⊂ A,Bk ∩ Bℓ = ∅}

Az (X,M, ϑ) komplex m�ert�ek tot�alis vari�ai�oja

τ(A) = sup{
n
∑

k=1

|ϑ(Bn)| : n ∈ N, Bk ⊂ A,Bk ∩ Bℓ = ∅}

= sup{
∞
∑

k=1

|ϑ(Bn)| : n ∈ N, Bk ⊂ A,Bk ∩ Bℓ = ∅}

Az (X,M, ϑ) el�ojeles m�ert�ek pozit��v vari�ai�oja

π(A) = sup{ϑ(B) : B ⊂ A}

Az (X,M, ϑ) el�ojeles m�ert�ek negat��v vari�ai�oja

ν(A) = sup{−ϑ(B) : B ⊂ A}

8.6. t�etel. τ , π, ν m�ert�ekek.

τ major�alja ϑ-t, π-t �es ν-t.

A τ a legkisebb m�ert�ek, ami major�alja ϑ-t.



Bizony��t�as. π m�ert�ek: trivi, hogy π(A) ≥ ϑ(∅) = 0, teh�at π ≥ 0. Az is trivi, hogy π(∅) = 0. Azt kell

bizony��tani, hogy π σ-addit��v. Tegy�uk fel, hogy A1, . . . ∈ M diszjunktak �es A =
⋃

An.

Mindegyik n-hez vegy�unk egy olyan Bn,k ⊂ An sorozatot, amire 0 ≤ ϑ(Bn,k) → π(An). Ekkor minden

k-re �es N-re

N
∑

n=1

ϑ(Bn,k) = ϑ

( N
⋃

n=1

Bn,k

)

≤ π(A).

Most k → ∞, majd N → ∞ hat�ar�atmenet:

N
∑

n=1

π(An) ≤ π(A)

∞
∑

n=1

π(An) ≤ π(A). (1a)

Megford��tva, legyen Ck ⊂ A olyan sorozat, amelyre ϑ(Ck) → π(A), �es legyen Cn,k = An ∩ Ck. Ekkor

ϑ(Ck) = ϑ

( ∞
⋃

n=1

Cn,k

)

=
∞
∑

n=1

ϑ(Cn,k) ≤
∞
∑

n=1

π(An);

A k → ∞ hat�ar�atmenetb�ol

π(A) = lim
k→∞

ϑ(Ck) ≤
∞
∑

n=1

π(An). (1b)

Az (1a) �es (1b) egy�utt azt adja, hogy

π(A) =
∞
∑

n=1

π(An).

τ m�ert�ek: τ(∅) = 0, �es trivi�alis, hogy τ(A) ≥ ϑ(∅) = 0; most is a σ-additivit�as kell; Legyen megint

A =
⋂

An, diszjunktak.

Mindegyik An-hez �es mindegyik k-hoz vegy�uk τ(Bn)-nek egy k�ozel��t�o �osszeg�et �ugy, hogy ezek k → ∞
eset�en τ(Bn)-hoz tartsanak, vagyis vegy�uk Bn,k,ℓ ⊂ An halmazok sorozat�anak egy sorozat�at �ugy, hogy

mindegyik n, k-ra az Bn,k,1, Bn,k,2, . . . halmazok diszjunktak, �es limk→∞

∑

∞

ℓ=1
|ϑ(Bn,k,ℓ)| = τ(An). R�ogz��tett

k-ra a Bn,k,ℓ halmazok diszjunkt r�eszei A-nak, ez�ert minden N-re

N
∑

n=1

(

∞
∑

ℓ=1

|ϑ(Bn,k,ℓ)|

)

≤ τ(A).

k → ∞ majd N → ∞:

N
∑

n=1

τ(An) ≤ τ(A).

∞
∑

n=1

τ(An) ≤ τ(A).

A megford��t�ashoz vegy�uk τ(A) k�ozel��t�o �osszegeinek egy sorozat�at, vagyis Ck,ℓ ⊂ A halmazokat �ugy,

hogy r�ogz��tett k-ra Ck,1, Ck,2, . . . diszjunktak, �es limk→∞

∑

∞

ℓ=1
|ϑ(Ck,ℓ)| = τ(A). Legyen Cn,k,ℓ = An ∩Ck,ℓ.

∞
∑

ℓ=1

|ϑ(Ck,ℓ)| =
∞
∑

ℓ=1

∣

∣

∣

∣

∣

ϑ

( ∞
⋃

n=1

Cn,k,ℓ

)

∣

∣

∣

∣

∣

=

∞
∑

ℓ=1

∣

∣

∣

∣

∣

∞
∑

n=1

ϑ(Cn,k,ℓ)

∣

∣

∣

∣

∣

≤

≤
∞
∑

ℓ=1

∞
∑

n=1

∣

∣ϑ(Cn,k,ℓ)
∣

∣ =
∞
∑

n=1

( ∞
∑

ℓ=1

∣

∣ϑ(Cn,k,ℓ)
∣

∣

)

≤
∞
∑

n=1

τ(An)

k → ∞:

τ(A) ≤
∞
∑

n=1

τ(An).

Az trivi�alis, hogy τ major�al, �es a legkisebb.



8.7. lemma. Ha ϑ el�ojeles m�ert�ek, akkor l�eteznek olyan A,B ⊂ X halmazok, amelyekre π(X) = ϑ(A) �es
ν(X) = −ϑ(B).

Bizony��t�as. A π-re bizony��tunk.

1. eset: π(X) = ∞, azaz ϑ nem korl�atos fel�ulr�ol.

Nevezz�unk egy V ∈ M halmazt "v�egtelennek", ha π(V ) = ∞, �es egy v�egtelen V halmazt "bont-

hat�onak" (v.�o. "Rontom-bontom, kisnyulaska!"), ha vannak olyan E �es V ′
diszjunkt r�eszhalmazai, ame-

lyekre ϑ(E) ≥ 1 �es π(V ′) = ∞.

1.a. eset: Minden v�egtelen halmaz bonthat�o. Ekkor bontva �es tov�abbontva

X ⊃ E1 ∪ V1 ⊃ E1 ∪ (E2 ∪ V2) ⊃ E1 ∪ (E2 ∪ (E3 ∪ V3)) ⊃ . . . ;

de akkor E1, E2, . . . diszjunkt halmazok, mindegyikre ϑ(En) ≥ 1, ��gy az A =
⋃

En halmazra ϑ(A) = ∞.

1.b. eset: Van nem bonthat�o v�egtelen halmaz. Legyen V0 nem bonthat�o v�egtelen halmaz; ennek persze

a v�egtelen r�eszhalmazai sem bonthat�ok. Indirekt tegy�uk fel, hogy ϑ �ert�eke soha sem ∞.

De�ni�aljunk egy V0 ⊃ V1 ⊃ V2 ⊃ . . ., v�egtelen, nem bonthat�o halmazokb�ol �all�o sorozatot. V0 m�ar

megvan. Ha Vn m�ar megvan, akkor legyen Vn+1 ⊂ Vn olyan, amelyre ϑ(Vn+1) > max(ϑ(Vn) + 1, 1); ilyen
van, mert π(Vn) = ∞. A Vn \ Vn+1 nem lehet v�egtelen halmaz, mert Vn nem bonthat�o. Teh�at Vn+1 is

v�egtelen halmaz, r�aad�asul r�esze a nem bonthat�o Vn-nek, teh�at �o sem bonthat�o.

Most legyen Kn = Vn \ Vn+1; ekkor

ϑ(Kn) = ϑ(Vn)− ϑ(Vn+1) < −1

Az N =
⋃

∞

n=1
Kn halmazra ez�ert ϑ(N) = −∞. De az lehetetlen, hogy a pozit��v m�ert�ek�u V1-nek legyen

egy −∞ m�ert�ek�u r�eszhalmaza.

2. eset: π(X) v�eges, azaz ϑ fel�ulr�ol korl�atos.

Sz�uks�eg�unk lesz a k�ovetkez�o besl�esre: ha ϑ(H) ≥ π(X)− ε, �es R ⊂ H , akkor

ϑ(R) = ϑ(H)− ϑ(H \R) ≥ (π(X)− ε)− π(X) = −ε.

Vegy�unk minden n pozit��v eg�eszhez egy Pn ∈ M halmazt, amire ϑ(Pn) ≥ max(π(X)− 1

2n
, 0). Legyen

Qk =
⋃

∞

n=k Pn (a Qn sorozat s�okken�o) �es A =
⋂

∞

k=1
Qk. (Az A =

⋂

∞

k=1

(
⋃

∞

n=k Pn

)

halmazt h��vjuk a Pn

halmazsorozat "limesz szuperior"-�anak.)

Qk = Pk ∪
(

Pk+1 \ Pk

)

∪
(

Pk+2 \ (Pk ∪ Pk+1)
)

∪
(

Pk+3 \ (Pk ∪ Pk+1 ∪ Pk+2)
)

∪ . . .

ϑ(Qk) = ϑ(Pk) +

∞
∑

n=k+1

ϑ

(

Pn \
n−1
⋃

ℓ=k

Pℓ

)

>

(

π(X)−
1

2k

)

−
∞
∑

n=k+1

1

2n
= π(X)−

2

2k

0 ≤ π(X)−ϑ(A) < ϑ(Qk)+
2

2k
−ϑ(A) = ϑ(Qk\A)+

2

2k
=

∞
∑

n=k

ϑ(Qn\Qn+1)+
2

2k
<

∞
∑

n=k

(

ϑ(Qn\Qn+1)+
2

2n

)

.

Az utols�o szumma tagjai nemnegat��vak, mert ϑ(Qn \Qn+1) > − 2

2n
. Az �osszege pedig v�eges, mert p�eld�aul

ϑ(Qk \ A) is v�eges. Ha k-val tartunk ∞-be, a szumma 0-hoz tart, ez�ert π(X)− ϑ(A) = 0, vagyis ϑ(A) =
π(X).

8.8. k�ovetkezm�eny. π(X) �es ν(X) k�oz�ul legal�abb az egyik v�eges.

Bizony��t�as. A 8.7 lemma szerint π(X) �es −ν(X) is �ert�eke ϑ-nak, de a 8.3 t�etel szerint nem lehet mindkett�o

v�egtelen.

8.9. t�etel (Hahn-felbont�as). Ha ϑ el�ojeles m�ert�ek: X felbonthat�o k�et diszjunkt r�eszre: X = P ∪ N �ugy,

hogy π(N) = 0 �es ν(P ) = 0.



Bizony��t�as. 1. eset: π(X) < ∞.

Legyen P ⊂ X olyan halmaz, amelyre ϑ(P ) = π(X) �es N = X \ P .

Tetsz�oleges H ⊂ P eset�en ϑ(H) = ϑ(P )− ϑ(P \H) ≥ π(X)− π(X) = 0, ��gy val�oban ν(P ) = 0.
Tetsz�oleges H ⊂ N eset�en ϑ(H) = ϑ(P ∪H)− ϑ(P ) ≤ π(P )− π(P ) = 0, ��gy val�oban π(N) = 0.
2. eset: π(X) = ∞. Ekkor ν(X) v�eges, felser�elj�uk P �es N de�n��i�oj�at.

8.10. k�erd�es. Egy�ertelm�u a Hahn-felbont�as?

Nem. De τ -majdnem: ha X = P1 ∪ N1 = P2 ∪ N2 k�et Hahn-felbont�as, akkor az P1△P2 = N1△N2 =
(P1∪P2)∩(N1∪N2) halmazon π = ν = 0, vagyis a szimetrikus di�ereni�an ϑ konstans 0 �es τ(P1△P2) = 0.

8.11. k�ovetkezm�eny. π(A) = ϑ(A ∩ P ) �es ν(A) = −ϑ(A ∩N).

Bizony��t�as. B�armilyen B ⊂ A-ra ϑ(B) = ϑ(B ∩ P ) + ϑ(B ∩ N) ≤ ϑ(A ∩ P ) + 0 �es B = A ∩ P eset�en

egyenl�os�eg van.

8.12. k�ovetkezm�eny (Jordan-felbont�as). Ha ϑ el�ojeles m�ert�ek, akkor ϑ = π − ν.

8.13. k�ovetkezm�eny. τ = π + ν.

8.14. k�ovetkezm�eny. ϑ(X) akkor �es sak akkor v�eges, ha π(X) �es ν(X) v�eges.
Minden komplex m�ert�ek tot�alis vari�ai�oja v�eges.

8.15. k�ovetkezm�eny.

ϑ(A) =

∫

A

(χP − χN )dτ. (∗)

Teh�at, minden el�ojeles m�ert�ek el�o�all integr�alk�ent...

8.16. k�erd�es. Vajon igaz-e valami (∗)-hez hasonl�o �osszef�ugg�es komplex m�ert�ekekre?
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