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9. Abszolit folytonos és szingularis mértékek

Abszolut folytonos és szinguldris mértékek. Mérték tartéja. Lebesgue-felbontds. Radon-Nikodym tétel. He-
lyettesitéses integrdlas. A totalis varidcié szerinti RN derivalt. ElGjeles és komplex mérték szerinti integral.
(Petruska II, 18. fej.)

9.1. mese.
Most is egy kozos (X, M) mérhetd téren fogunk dolgozni.

9.2. definicié. Az A € M halmaz a 9 eldjeles/komplex mértéknek "tartéja”, ha az X \ A halmazon 9
konstans 0.

Példéul az X = P U N Hahn-felbontasban m-nek a P, a v-nek N egy tartéja.

9.3. definicié. Legyen « és B két mérték az (X, M) mérhetd téren.

(1) Az a abszolit folytonos a -ra nézve, ha barmely H € M esetén, ha f(H) = 0, akkor a(H) = 0.
Jele: o < f3,

(2) Az v és a B szinguldris eqgymdsra nézve, ha X felbomlik két diszjunkt halmazra, X = AU B gy,
hogy a(B) = 0 és f(A) = 0. Avagy, a-nak és f-nak van diszjunkt tartdja. Jele: o L 5.

(3) Ha eldjeles vagy komplex mértékekrdl van szd, akkor ekvivalens definiciot kapunk, ha a mértékekt
a totdalis varidcidjukra cseréljik: Ha 9 a H halmaz minden részén 0, akkor a totdlis varidcio is 0.

9.4. példa. Ha f : X — R mérhetd figguény, és u mérték, akkor a p(A) = fA fdu eldjeles mérték abszolut
folnytonos p-re nézve.

Ha p majordlja o 9 eldjeles mértéket, akkor ¥ < pu.

Ha 9 eldjeles mérték, és a varidcior T, w ésv, akkor 1 < 0, 1 < 17, v L 7, 71 <V, v <9I, m L v.

9.5. lemma.

Haoa < B ésa L (B, akkor a = 0.

Ha oo < B és <Ky, akkor a < 7. (K tranzitiv, mint az "osztdja" vagy a "megette”.)
Ha oy, an, ... mértékek, akkor a; < > ay.

Ha oy, o, ... < 3, akkor Y o ap < .

Hoa << B és Ly, akkor av L ~.

Ha ay,00,... L B, akkor > 7”  op LS.

S G Lo o~

9.6. tétel (Lebesgue-felbontds). Legyen ¥ o-véges eldjeles vagy komplex mérték, p > 0 o-véges mérték a
kozds (X, M) mérhetd téren.

Ekkor 9 egyértelmiien felbonthato eqy pi-re nézve abszolit folytonos és eqy p-re nézve szinguldris eldjeles,
illetve komplex mérték Osszegére, azaz egyértelmiien vannak olyan o < p és f L mu eldjeles, illetve
komplex mértékek, amelyekre 9 = a + f3.

9.7. megjegyzés. Arra nem is lesz sziikségiink, hogy v o-véges; csak a p-nullmértékid halmazok rendszerét
(c-idedljdt) fogjuk haszndlni.



Bizonyitas.

1. eset: 1 véges.

Konstrudlunk egy maximaélis szinguldris mértéket; ez lesz 3, a maradék «.

Legyen 7 totdlis varidcidja 7, legyen N' = {N € M : u(N)} a p-nullmértéki halmazok félgytirtje, és
legyen

s =sup{7(N): N e N}.

A jobboldalon a halmazban szerepel a 0 = 7(0), igy a definicié értelmes, és s > 0. Az is igaz, hogy barmely
N e N-re 7(N) < 7(X), igy s < 7(X), ami véges.

A szuprémumot tetszéleges pontossdggal megkozelithetjiik: minden pozitiv egész n-hez van egy olyan
Z, € N halmaz, amelyre 7(Z,) > s — L. Legyen Z = |J Z,; ez megszamldlhaté sok p-nullmértékii hamaz
uniéja, ez is p-nullmértékia: 7 € N.

Béarmely n-re Z,, C Z; a T monotonitdsa miatt

1
Vn s——<71(Z,) <7(7) <5,
n
az n — oo hatdratmenetbdl

T(Z) = s.

Tehat a szuprémum valdjdban maximum.
Ezek utdn legyen H € M esetén

a(H)=9(H\ Z),  B(H)=9(HNZ),

Az vildgos, hogy o(H) + B(H) = V¥(H).

A Z halmaz a § mértéknek p-nullmértéki tartéja, tehat g L u.

Annak igazoldsahoz, hogy o < pu, vegyiink egy tetszSleges p-nullmértékd N halmazt. Erre N U Z is
p-nullmértékd, és

0< Ja(N)| =[N\ Z)|<7(N\Z)=7(NUZ)—7(Z) < s—s=0.

Tehdt, ha p(N) = 0, akkor J(N) = 0; tényleg ¥ < p.

Az egyértelmiiség bizonyitdsa:

Tegyiik fel, hogy kétféle Lebesgue-felbontds is van:

U=a;+ 1 = ay+ P
Ekkor az
ar—ay =P — B

mérték egyszerre abszolit folytonos és szinguldris, vagyis konstans 0.

2. eset: v o-véges.

Bontsuk fel az alaphalmazt megszamlalhaté sok, paronként diszjunkt 9-véges cellara: X = (2, X,.
Mindegyik X, celldan a 19} mérték véges, igy van egy egyértelmi Lebesgue-felbontdsa: ¢ = «, + f,.
Ezeket probaljuk — kellé ovatossaggal — Osszeadni.

Az «a,, és B,-nek diszjunkt tartdja is létezik: legyen «, tartéja A, C X,,, a 8, tartéja B, C X, ekkor
tehat H C X, esetén o, (H) =9(H N A,) és B,(H) =9(H N B,).

Ezek utan legyen A =J A, B=J By,

a(H)=9(H N A) ZﬁHﬂA ian(HﬂXn),

B(H) =9(H N B) ZﬁHmB iﬁn(HﬁXn).

Vildgos hogy ez a definicié értelmes, a + 3 =19, a < p és § L pu.
Az egyértelmiiséghez tegyiik fel, hogy oy + 1 és as + 5 is Lebesgue-felbontds; ekkor mindegyik X,,-re
megszoritva a 19‘33 mértéknek Lebesgue-felbontdsa a ozl‘m + Bl}x és ag}x + 52‘1 . A véges esetben

a felbontds egyértelm, ezért allm = OzQ}x és 61’1 = 62’1 ; de ezeket Osszeadva visszakapjuk az eredeti
mértékeket.



9.8. megjegyzés. Ha v nem o-additiv, akkor nem biztos, hogy létezik Lebesgue-felbontds. Legyen példdul
X =R, M =B, u =X\ ésV a szamlalomérték. Bdrmely pont Lebesque-mértéke 0, a szdmldalomértéke
poztiv, igy az abszolit folytonos rész tartdja csak az tres halmaz lehetne. A szinguldris rész tartdja csak
Lebesgue-nullmértékid lehet. Ez a kettd egyiitt nem adhatja ki a teljes R-et.

9.9. tétel (Radon-Nikodym). Legyen a eldjeles vagy komplex mérték, p > szigma-véges mérték az (X, M)
meérhetd téren. B
(1) Ha o < i, akkor van olyan f : X — R vagy X — C p-mérhetd figgvény, amelyre barmely H € M

esetén o(H) = [, fdu. Az f neve "a o p szerinti Radon-Nikodym derwdltja". Haszndlatos az f = g—ﬂ
jelolés is: fH %du = fH dd.
(2) Ha o o-véges, akkor a Radon-Nikodym derivdlt p-majdnem egyértelmd.

Bizonyitas. l.a eset: a > 0, mindkét mérték véges.
Legyen

(IJ:{f:X—>[O,oo]mérhet6, f>0, VH e M /fdugoz(H)}
H

a nem tul nagy fliggvények halmaza, és

szsup{/)(fduﬁa(X):qu)}

Vildgos, hogy 0 < s < a(X).
(1) 0 € @ (trivi).
(2) Ha g, h € @, akkor m = max(g, h) € ®.
Biz. Legyen A = X (g > h) és N = X(g < h). Barmely H-ra

/ mdu:/ gdu—l—/ hgdp < a(HNA)+a(HNB) =ao(H).
H HNA HNB

(3) Ha g1,g9,... € P és g1 < g2 < ..., akkor h =limg, € ®.
Biz. Barmely H € M-re és n-re

/ gndp < aH;
H

A monoton konvergencia tételbdl
/ hdp "= lim/ gndp < a(H).
H H

(4) Van olyan f € ®, amelyre [, fdu = s. Avagy, a szuprémum maximum is.

Biz. Vegyiink egy olyan g1, go, . . . sorozatot, amelyre lim [ Xg,du = s, éslegyen f, = max(gi,...,9,) €
®. Ekkor 0 < f, < fni1; legyen f = lim f,,. Mivel f,, > g,, az is igaz, hogy fX gndp < fX fodp < s5 a
rendér-elv miatt [, f,dp — s. A monoton konvergencia tétel miatt [, fdp = limy f,dp = s.

(5) s = a(X).

Biz: indirekt. tegyiik fel, hogy s < «. Ekkor van olyan ¢ > 0 amire € - pu(X) < a(X) — s =
a(X) — [ fAu(X).

Legyen

o) = o) = [ (f+2)du=al) = [ fau—z-u).

Ekkor ¢ elgjeles mérték, ¢ < pés p(X) > 0.

Legyen ¢ Hahn-felbontdsa X = P U N. Ekkor tehat barmely H C P esetén ¢(H) > 0, azaz [, (f +
e)du < a(H).

Mivel (X) > 0, ezért (P) > 0; viszont ¢ < p miatt ebbdl kovetkezik, hogy p(P) > 0.

Legyen most g = f + ¢ - xp. Ez a figgvény ®-beli, mert barmely H € M-re

/Hgd,u:/Hmed,qu/HmP(f+€)du:a(HﬁN)+0z(HﬁP):oz(H).



Ugyanakkor

[ otn= [ fansen0> [ gau=s
X X X
ellentmondés.

(6) Ha [, fdu = s, akkor minden H-ra a(H) = [, fdpu.
Biz. o(H) = a(H) — [,; fdpu > 0 mérték, de ¢(X) = 0, tehdt ¢ = 0.

Lb eset: ¢ véges elGjeles mérték.
Vegyiik a Jordan-felbontdsat: o = m—v, végesek. Mivel 7, v < 6 < u, a pozitiv és negativ varidciénak
is létezik Radon-Nikodym derivaltja.

[.c eset: ¢ véges komplex mérték.
Az o valds és képzetes része is véges, aboszlit folytonos mérték, van Radon-Nikodym derivaltjuk.

Egyértelmtiség:
Elég a valos esetre. Ha f és g is Radon-Nikodym derivalt, akkor legyen A = X (f > g) és B = X(f < g).
Ekkor

/A(f—g)du:/Afdu—/Agdu:a(A)—a(A)=0;

A baloldalon az integrandus pozitiv; az integrél csak tugy lehet 0, ha u(A) = 0. Hasonléan latjuk, hogy
w(B) =0. Igy hét f = g p-m.m.

IT.a eset: « elGjeles, és p is o-véges.

Osszuk fel a teret diszjunkt celldkra: X = |J X, tgy, hogy minden celldn « és u is véges. Mindegyik
cellan van egy-egy Radon-Nikodym derivélt; ezekbdl készitsiink egy nagy kozos f fiiggvényt, amelynek a
cellakra vett megszoritdsai a RND-k. Barmely H-ra

o) = S antinX) =Y [

frdp = /HerdM

nx,
és ugyanigy
a() = [ f.n
H

az utébbi még véges is, igy

o) =) —a-(H) = [ fedn= [ fan= [ san

Egyértelmtiség: az f p-majdnem egyértelmd mindegyik celldn, tehat a megszamldlhato sok cellan egyiitt
is.

I1.b eset: a komplex, o-véges.
Kiilon-kiilon létezik és m. egyértelmi a valds és a képzetes rész Radon-Nikodym derivaltja.

III. eset: a nem o-véges.

Feltehetjiik, hogy a(X) = co (a mésik eset a —oo lenne). Azt allitjuk, hogy X felbonthat6 két részre:
X = S UV dgy, hogy S-en « o-véges, a V részhalmazain pedig a(H) = oo ha u(H) > 0.

A teret felcelldzzuk p-véges cellakra; vegyiik észre, hogy az allitdsunkat elég egy cellara igazolni. Tehdt
azt is feltehetjiik, hogy u(X) véges.

Minden n-re legyen ¢, = a — n - i elGjeles mérték; a Hahn-felbontdsa legyen X = P, U N,,. A definicié
miatt @,11 < @n, 18y Poi1 C P, és Nyyy D N, Legyen S =[N, ésV = P,.

Mivel 0 > ¢(NV,,) = a(N,) —n- u(Ny,), ezért —oo < a(N,,) < n-p(N,) < oo vagyis a(N,,) véges. Ezért
a valévan o-véges N-en.

Ha H CV =P, és u(H) > 0, akkor minden n-re H C P,; akkor ¢, (H) >0, a(H) > n-u(H). Ez
minden n-re igaz, tehét a(H) = oc.

Ezek utdn a Radon-Nikodym derivaltat elGallithatjuk a o-véges S részen tgy mint eddig, és ezen a
részen p-majdnem egyértelmt, a V' halmazon bdrmilyen pozitiv értéki fiiggvény megfelel, pl. konstans 1
vagy konstans 2 vagy konstans oo.



9.10. megjegyzés. Ha ;1 nem o-véges, akkor nem biztos, hogy van Radon-Nikodym derivalt. Példaul, ha
R Borel-halmazain a Lebesque-mértéknek nincs a szamldalomértékre vonatkozo Radon-Nikodym derivdltja.

9.11. tétel. Legyenek o < B (pozitiv) mértékek (X, M)-en, g = 92 és f € L(a). Ekkor

ds
/X fda = /X 1o,

Bizonyitas. Egyszeri fiiggvényre trivi, majd monoton konvergencia.

9.12. tétel. Legyen f € L1(X, M, p) és¥(H) = [, fdu. Ekkor a 9(H) = [, fdu eldjeles/komplex mérték
totdlis varidcidja

() = [ 17l

Bizonyitas. Trivi, hogy barmely A C H-ra

9(4)]| = ’/Afdu' < [ 1idu< [ 17ian

A masik irdnyhoz vegyiink egy n > 4 egészt, és k= 1,...,n esetén legyen
Ak:{erzwgargﬂx)<m}.

n

T(H) =) oA =)

[ gl = o (% [ gan) -
Ak k=1 Ay
onk - 2T U — 2T
= Re (e nf)d,uzz |f|cos—d,u:cos—z |fldp = cos— [ | f|dp.
Ak k=1 " Ak n n k=1 Ak n Ju

3

21
cos 2 [ sl < rn) < [ 11l
n Jg H
és n — 0-val kész.

9.13. tétel. Ha v komplex mérték (X, M-en, és a totdlis varidcidja T, akkor van olyan f fiiggvény, amelyre
fl=1és

() = /H fdr.

Bizonyitas. Legyen g = 2, avagy 9(H) = [, gdr. Az el6z6 tétel szerint 7(H) = [, |g|dr, vagyis

[ (lgl = 1)d7 = 0 minden H-ra, ami azt jelenti, hogy |g| = 1 7-mm. Ahol g nem egységnyi, ott tetszés
szerint megvaltoztathatjuk...

9.14. definicié. FEldjeles/komplex mérték szerinti integrdl: ha ¥ eldjeles/komplex mérték és a totdlis va-

ridcioja T, akkor legyen
/ fdv ::/ fd—ﬂdT.
H H dr

Alternativ definico: Ha 0 eldjeles mérték és a varidcioi w, v, akkor

[ gao= [ rar— [ pav
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