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10. Borel-mértékek differencialasa

Differencidlbézisok és a mérték szerinti derivédltak. A maximaélis fiiggvény. A maximdlis fliggvény, azalsé és
a felséderivalt mérhet6. A maxiumélis operdtor tétele. Lokélisan véges mérték derivaltja csak nullmértéki
halmazon lehet végtelen. Lebesgue-pontok. Lokélisan integralhaté fliiggvénynek m.m. pont Lebesgue-pontja.
A Lebesgue-pontokban az f fdX mérték deriviltja, specidlisan az eloszldsfiiggvény bdrmely reguldris bézis
szerinti derivéltja egyenls f-fel. Lokalisan véges, szinguldris mérték derivaltja m.m. nulla. A mértékek diffe-
rencidlasanak 6 tétele.

10.1. definicié. Differencidlbazis, requldris, egyenletesen requldris bdzisok.

10.2. definicié. p elfjeles Borel-mérték RP egy részén, B differencidlbdzis; a p alsé és felsd derivdltja az
x pontban

Dpp(z) = rl_i)m sup {% c(x,A) e B,A C B(x,r)},

illetve

Dpu(z) = Tlir&inf{% t(z,A) e B,AC B(x,r)},

A B bdzis differencidlja p-t az x pontban, ha az alsé és a felsd derivdlt egyenld és véges. Ilyenkor
Dgp(x)-szel is jelolyik.

10.3. példa. Szimmetrikus bdzis: B = {(x, B(x,r)) : r > 0}, ebbdl lesz a szimmetrikus derivdlt.
Kockabdzis: B = {(z,Q) : Q 3 x tengelypdrhuzamos, zdrt kocka}, ebbdl lesz a kizonséges derivdlt.
Téglabaézis: B = {(x,T) : T > = tengelypdrhuzamos, zdrt tégla}, erds derivdlt.

10.4. lemma.
D(9, + 92) < Db, + Db,

DV, + 02) < Db, + Db,

Ha ¥, és 1, is differencidlhato a B bdzisban, akkor

D(ﬂl + ’192) :S D«91 + D92

A maximalis operator tétele

10.5. definicié. Legyen B differencialbdzis, ¥ eldjeles vagy komplex Borel-mérték, a totdlis varidcidja T,
és legyen 0 <t < co. Ekkor

Mpu(z) = sup {;Ei; t(z,A) e B:clAC B(:L‘,t)} :

Ha t = oo, akkor a jel6lésbil elhagyhatjuk a t indexet: Mu. Ha p az f figguény integrdlja, akkor irhatjuk
azt is, hogy M'f vagy M f.

Ha p > 0, akkor Dy = limy_,o4 M*p,
Trivialis, hogy ha ¥ eljeles mérték, akkor —M'y < Dy < Dy < M.

10.6. lemma. Az My mazimdlis fiigguény a.f.f. tehdt Broerl-mérhetd.



Bizonyitas. Legyen X € H és ¢ < M'u(x) tetsz6legesen.

Vegyiink egy olyan ci-et, amelyre ¢ < ¢; < M'u(z). Ehhez létezik olyan A = B(x,r) ugy, hogy r < t
7(4)
A(A)
Ha § < 5L ésy e B(X,9), akkor B(z,r) C B(y,r +9) < B(z,t),

. 7(B(y,r +9)) 7(B(z,7r) r \’
MW 2 X Bly.r10) = (E AB.r) (7’+5) >

és > .

az utolsé egyenlGtlenség akkor igaz, ha ¢ elég kicsi.
Tehat barmely ¢ < M'u(z) esetén az x egy kornyezetében ¢ < M'u, vagyis az M'u fiiggvény a.f.f.

10.7. lemma (A maximdlis operdtor tétele). Ha ¥ eldjeles vagy komplex mérték a G C RP halmazon,
akkor
3P7(Q)

AMY > t) < "

Bizonyitas. Ha K C G(M9 > t) kompakt, akkor minden z € K-hoz van olyan r = r(z) sugdr, amelyre
(B
tessziik, tehdt vannak olyan zy,...,z, € K pontok és r; > ... > r, > 0 sugarak, avagy By, = NB(z, %)
gbmbok, amelyek fedik K-t.

A gombok mindegikét sorban vagy kivdlasztjuk, egy részét nem A Bj-et kivédlasztjuk. A Bs-t akkor
valasztjuk ki, ha nem metszi Bi-et. Ha a By, ..., B,_; gombokrdsl mér eldontottiik, hogy kivdasztjuk-e: a
By gobmbot akkor valasztjuk ki, ha nem metszi egyik kivdlasztott gombot sem.

Legyenek a kivdlasztott gombok B;,, ..., B;,; ezek pdronként disjunktak. Azt allitjuk, hogy a 3-
szorosra nagyitott B(z;,,3r,), - .., (€iy, 3riy) gombok lefedik K-t. Vegyiink egy tetszdleges © € K pontot;
ezt valamelyik B, gémb lefedi. Ha B, kivalasztott gomb, akkor ennek 3-szoros nagyitdsa is fei z-et. Ha
By, nem kivalasztott, akkor belemetsz egy ndla nem kisebb kivdlasztott gombbe: legyen ez Bj;, és legyen y
a By, és B; gombok egy kozos pontja. Ekkor |x — ;| < |v — x| + |z — y| + |y — x| < v+ 2 + 15 < 3y,
igy © € B(z;,3r;).

Ezek utan

> t. Ezek fedik K, koziil-k kivalaszthaté egy véges fedés; ezt a sugarak szerint csokkend sorrendbe

)\(K) < )\(l‘k, 3T‘k) = 31)2 )\(l‘k,Tk) < 3pT(Rp)'
k=1 k=1

Ez minden K kompakt részhalmazra igaz, tehdt a G(M4 > t) halm,azra is.
10.8. kévetkezmény. Ha ¥ lokdlisan véges, akkor Dy és Dy is A-m.m. véges.

Bizonyitdas. r > 0 esetén legyen Ugr(H) = J(H N B(0,r)); ez egy véges elGjeles mérték; az B(0,r)
kornyezetben o és 19, alsGs és fels6 derivéltja megegyezik.
Mivel —M9¥ < D < D < M9,

_ Pq),. (RP
N(Di| = 50) < MM, = 00) < A, > 1) < 2D

Az t — 0o hatdardtmenetbdl o
A(|DY,| = 00) = 0.

Az r sugart koron DY m.m. véges, tehdt a teljes téren is.

Mértékek differencialasa

10.9. tétel. Ha B lok. véges, szingularis Borel-mérték, akkor DS = 0 A-m.m.



Bizonyitas. Komplex mérték esetén a valés és a képzetes részt kiilon-kiilon derivaljuk, ezért elég elGjeles
mértékekre bizonyitani.

Legyen 7 a [ totdlis vardciéja; ez is lok.véges Borel-mérték.

Rogzitsiink két pozitiv egészt, k-t és m-et.

Legyen H a 3 egy Lebesgue-nullmértékii tartéja. Az 7 lok. véges Borel-mérték, tehdt reguldris; van
olyan K \ H kompakt halmaz, amelyre 7(RP \ K) < 1.

Legyen 9(H) = S(H \ K); ekkor persze ¥ totdlis varidciéja ¥(H \ K). A K komplementuma nyilt, ezen
¥ és B alsé és felss derivéltja ugyanaz, tehat DY = D és DY = DB A-m.m.

Ezek utan
_ 1 1 1 Pr(RP\ K) 3P
A8 > L) = a (Do) > L) < (o) > L) < ZTERAK) 3w
m m m 1/m k

k — oo majd m — oo,
— 1
)\(\Dﬁ\>—):0
m
A(|DBl>0) =0

Ugyanigy lathato, hogy
A(|DB] > 0) =0.

10.10. definicié. Legyen H C RP, f : H — R vagy f : H — C mérhetd. Az xy € int H pont az f
fligguénynek "Lebesque/pontja”, ha

Jaom 1 = Flao)ldr

1m =

r—0+ A(B(zo,1))

Trivi, hogy minden folytonossagi pont Lebesgue-pont.

10.11. tétel. Ha f lokdlisan integrdlhato H-n, akkor H m.m. belsd pontja Lebesgue-pontja H-nek.

Bizonyitdas. A H-t lefedhetjiik olyan gémbokkel, amelyeken f integralhato, igy elég integrélhato f-re
bizonyitani, vagyis f € Ly esetén.

Rogzitsiink két pozitiv egészt, k-t és m-et.

Az Ly térben stiriin vannak az olyan "szép" fiiggvények, amelyek véges sok téglalapon konstansok,
azokon kiviil az értékiik 0. Legyen g eg yolyan szép fiiggvény, amelyre || f — g||1 < %, és legyen h = f — g;
ckkor tehdt [|h]| < +.

Ha egy = pont nem esik egyik téglalap hatdardara sem, akkor x egy kis kornyezetében g konstans, és igy

/B(a:,r) |f — f(xo)|d\ = /B(xﬂﬂ) |h — h(xg)|d\ < / (‘h‘ 4 ‘h(l’o)‘)d)\,

B(z,r)

o | — S0l S /10X
N B(zg,1)) < |h(zo)| + B
S 1f = f@o)|dA

< |h(xo)| + Mh(z)

li < |h Mh(z).
T A Bl = M AR
Ha az z pontban limsup,_,q, IB(I’;();;O}CS;)MA > & akkor ott |h(zo)| és Mh(z) valamelyike legaldbb -

Ezért

r—0+ )\<B<x07 T)) m
e [ IhldN 3P [ |h|dA
- 1/2m 1/2m

oy [ — f@o)|dX 1 1 1
A(limsup Joten | (o)l > — §A<|h| >—) +>\(Mh>—)
m 2m 2

2m(1 4 3P
= om(1 + 37)||h] < %




Ebbél k — oo, majd m — oo hatdrdatmenettel

f—= flxo)|dA
A (lim sup, fB($’r) | (o) > B =0,

r—0+ A(B(xO’ 7»)) m
. S | = F(@o)[dA )
A (llﬁﬁﬂp’ AB(z0.1)) >0] =0.

10.12. tétel (Mértékek differencidlasanak 6 tétele). B requldris differencidlbdzis, ¥ lok. wvéges eldjeles
vagy komplex mérték, a Lebesque-felbontdsa ¥ = [ fd\ + B. Ekkor Dgt = f A\-m.m.

Bizonyitds. Legyen o = [ fd\; megmutatjuk, hogy az f minden Lebesgue-pontjaban Da = f. Mivel
Dp =0 mm., ez elég is.

Legyen tehét xg Lebesgue-pont, és 0 < p = p(xg) < 1 a differencidlbézis regularitdsiban szerepld arany.
Ha A C B(xo,r) és A(A) > p- A(B(xg,r)), akkor

_ | Jalf = Flo))dA | S lf = f(zo)ldA fB(WIf S (o) |dA
A(4) - A(4) - A(B(zo, 7))

— 0.

10.13. kovetkezmény. Eqgy [ lok. véges eldjeles vagy komplexr mérték akkor és csak akkor szinguldris,
ha DB =0 A-m.m.

10.1. A strtiségi tétel

Mérhets burok. Alsé és felsd stirtiség. Stirtségi tétel. (Petruska II, 20. fej.)

10.14. definicié. H C RP-nek A mérhetd burka, ha A € L(RP), A D H és minden B € L(RP), B C H-ra
AMAN\ B) =0, avagy, minden B € L(R?), H C B C A-ra A\(A\ B) =0.

10.15. lemma. 1. Minden halmaznak létezik mérhetd burka; még Gs is.
2. Ha M, és My is mérhetd burok, akkor N\(MyAMs) = 0.
3. Ha M mérhetd burok és A mérhetd, akkor M N A mérhetd burka H N A-nak.

10.16. definicié. Legyen H C RP, a mérhetd burka M, és tekintsiik a pu(A) = N(ANH) = AM(AN M)
meértéket. A H halmaz also és felsd strisége az v € RP pontban
- — XN B(x,r)N H)

axjﬁ::Du@)=hgjﬂ) \B(z,1))

illetve AB(z,r)N H)
o AB(er) N H
d(w, H) = Dpu(w) = lim inf =70

strisége

A, H) = Du(z) = lig, A(i(é’é), 5 |

Az x a H-nak siriségi pontja, ha d(x, H) = 1.

10.17. tétel (Lebesgue-féle stirtiségi tétel). (a) m.m. x € H sidriségi pont.
(b) H akkor és csak akkor lebesgue-mérhetd, ha m.m. x ¢ H-ra d(xz, H) = 0.

Bizonyitas. (a) Legyen M mérhets burka H-nak és f = xa. Ekkor p(A) = A(ANM) = [, fd\. Ezért
Dy = xp m.m.; specidlisan mm.x € H C M-re Du(x) = 1.

(b) Legyen N az RP \ H mérhets burka, v(A) = A(ANN) és g = xn.

Ha H mérhetd, akkor lehet M = H és N = RP \ H, és a két stirtiség is komplementere egymésnak.

Ha H nem mérhetd, akkor A(MNN) > 0. Ugyanis RP\ N C H C M, vagyis H két mérhet6 halmaz kozé
esik, ezek kiilonbsége nem lehet nullmértékd. A kiilonbség viszont éppen M N N. A metszet pontjaiban
H stirtisége 1 m.m.



11. Abszolut folytonos és szingularis fiiggvények

Abszolit folytonos és szingularis fiiggvények. Az abszolit folytonossag dtfogalmazdasa e, §-val. Példa szigorian
monoton és folytonos, szinguldris fliggvényre. A Lipschitz-tulajdonsag, az abszolit folytonossag és korldtos
valtozds kapcsolata. Szinguldris fiiggvény derivéltja m.m. 0. Abszolit folytonos fiiggvény m.m. differen-
cidlhato, és a derivalt integralfiiggvénye. Korldtos valtozdsi (spec. monoton) fiiggvény m.m. differencidlhato.
(Petruska II, 22. fej.)

Most azzal fogunk jdtszani, hogy a Borel-mértékek differencidldsardl szolé tételeinket dtirjuk az el-
oszlasfliggvényeikre.

Monoton nové fiiggvények

11.1. definicié. Legyen I C R intervallum, F' : I — R monoton névd, pr a megudltozdsdbol szarmazo
Lebesgue-Stieltjes mérték.

f "abszolit folytonos”, ha pp < .

f "szinguldaris”, ha pp L A.

11.2. példa. A Cantor-fiigguény folytonos, és szinguldris, nem abszolit folytonos.

Végtelen sok szinguldris, folytonos mérték Gsszeqgébdl nyerhetiink szigorian monoton, folytonos, szin-
quldris figgvényt.

(Emlékeztetdiil, az eloszldsfigguény a 0 mértékd pontokban folytonos.)

11.3. tétel. Minden monoton novd fiigguény felbomlik eqy abszolit folytonos és eqy szinguldris figgvény
0sSzegére. -0

11.4. tétel. Ezek ekvivalensek:

(1) F abszolit folytonos.

(2) Van olyan f > 0 mérhetd figgvény, aminek F integrdlfigguénye, és f = F' m.m.

(8) Minden [a,b] C I kompakt intervallumhoz és € > 0-hoz van olyan § > 0, hogy bdrmely n és
A<z <y <@y <Y <. <Xy <Yn <b, > (yi — ;) <0 esetén | f(yi) — f(x)] < e.

11.5. tétel. F' Lipschitz = F abszolit folytonos = F' folytonos.

11.6. tétel. F akkor és csak akkor szinguldris, ha F' =0 m.m.

11.7. tétel. Ha F monoton, akkor m.m. differencidlhato.

11.8. lemma. Ha F szinguldris és nem konstans, akkor van olyan pont, ahol F' = co.

11.9. tétel. Ha F' mindenhol differencidlhatd, akkor abszolit folytonos, és F'(b) — F(b) = f[a . F'dA.

Korlatos valtozasi fiiggvények

A korldtos véltozédsu fliggvényekre ezek konnyen kiterjeszthetGek. A tovabbiakban F' korlatos valtozasu
lesz.

11.10. kovetkezmény. Ha F' korldtos valtozdsi, akkor m.m. differencidlhato.

11.11. lemma. Az «a([a,b)) = F(b) — F(a) intervallumfiigguény kiterjeszthetd eldjeles Borel-mértékkeé.

Bizonyitas. Az F felbomlik két montoton névekvd fiiggvény kiilonbségére. Ezekbdl egy-egy véges LS
mértéket készithetiink, ezek kiilonbsége egy elGjeles mérték, ami az F' megvaltozdsdnak kiterjesztése.



11.12. definicié. Legyen ¢r az F megudltozdsabol szirmazo véges eldjeles mérték, a varidcior T, ™ és v,
ezek eqy-eqy eloszlasfiigguénye F., Fr, F,.

Az F abszolit folytonos, ha pp < X;

Az F szinguldris, ha prp L A.

11.13. tétel. Minden k.v. fligguény felbomlik eqy abszolit folytonos és eqy szinguldris fiigguény dsszegére.
-0

11.14. tétel. Ezek ekvivalensek:

(1) F a.f.

(2) F; a.f.

(8) Van olyan f > 0 integrdlhato fiiggvény, aminek F integrdlfiggvénye, és f = F' m.m.

(4) Minden [a,b] C I kompakt intervallumhoz és € > 0-hoz van olyan § > 0, hogy bdrmely n és
A<z <y <@ <Yy < ...< @ <Y, <b > (yi —x;) < esetén > |f(y;) — flzi)| < e.

11.15. tétel. F' Lipschitz = F' abszolit folytonos = F' folytonos és korldatos vdltozdsi.
11.16. tétel. F akkor és csak akkor szinguldris, ha F' =0 m.m.

11.17. tétel. Ha F lok. k.v., mindenhol differencidlhato, akkor abszolut folytonos, és F(b) — F(b) =
Jra FA.
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