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11. Szorzatmértékek

o-additivitds két mértéktér direkt szorzatdn. Két mértéktér szorzata. Fubini-tétel. Véges sok mértéktér
szorzata. Akdrhdny valdszintiségi mértéktér szorzata. Bizonyitds a o-additivitasra. (Petruska II, 23. fej.)

11.1. Véges sok mértéktér szorzata

11.1. lemma. Legyen (X, M, p) és (Y,N,v) két mértéktér.
(a) AT ={Ax B:AeM,BeN}, a "téglik" hallmaza félgyiri;
(b) AT félgyirin az a(A x B) = u(A) - v(B) halmazfiggvény o-additiv, o-szubadditiv, és additiv.

Bizonyitas. (a) Ahhoz, hogy T félgytiri legyen, harom dolog kell: ¢ € T, barmely két tégla metszete

tégla, és barmely két tégla kiilonbsége eldll, mint véges sok tégla diszjunkt unidja; mindharom trividlis.
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Az tires halmaz is tégla, példaul & x @& e T.

(b) Tegyiik fel, hogy a T'= A x B tégla felbomlik a T,, = A, x B, téglak (n = 1,2,...) diszjunkt
unidjara. Ekkor x € X, y € Y esetén
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tehdt o tényleg o-additiv (és persze additiv is).
A o-szubadditivitas kovetkezik abbdl, hogy T félgytiri: a szokott médon minden fedés kicserélhetd
diszjunkt téglakkal valé fedésre, és elmetszhets a lefedett téglaval.



11.2. definicié. Az (X, M, ) és (Y,N,v) mértékterek szorzata a (Z,S, ) mértéktér, ahol Z = X x Y,
a lemmabeli a-hoz asszocidlt kiilsé mérték a Z halmazon, S a ¢, szerint mérhetd halmazok rendszere, és
© az p, megszoritisa S-re.

A lemma és a definicié minden nehézség nélkiil kiterjeszthets véges sok mérték szorzatara is.

11.3. definicib. (véges sok mértéktér szorzata)

Aa (X, My, ) (k= 1,2...,n) mértékterek, akkor T = {A; x ... x A, : Ay € My,..., A, € M,}
a tégldk félgyirige, ezen az a(Ay x ... x Ap) = u1(A1) - ... un(Ay) figgvény o-additiv. A mértékterek
szorzata (Z,S, @), ahol Z = X1 x ... x X, halmazon, ¢, : Z — [0,0] az a-hoz asszocidlt kilsé mérték, S
a @, szerint mérhetd halmazok rendszere, és ¢ az w, megszoritdisa S-re.

A o-additivitdsdnak bizonyitdsa ugyanigy megy, mint a 11.1 lemmadban, csak a Beppo Levi tételt nem
kétszer, hanem k-szor kell alkalmazni.

11.4. példa. Ha p a p-dimenzids, v a q-dimenzids Lebesque-mérték, akkor a szorzat a (p + q)-dimenzids
Lebesque-meérték. Ez majdnem trividlis, a valamelyik mérték szerint nullmértékid halmazokat kell eqy kicsit
diszkutdlni: minden mérhetd halmaz eqy F, halmaz és eqy nullmértékd halmaz unidja stb.

11.2. A szorzatmérték szerinti integral atirasa tobbszoros integralla

11.5. tétel (Fubini). Legyen a (Z,S,¢) az (X, M, ) és (Y, N,v) mértékterek szorzata, és f @-m.mérhetd
Z-n. Ha [ (végesen) z’ntegrdlhato’ vagy ha Z o-véges és SZ fdo létezik, akkor
(a) p-m.m. x-re létezik a g(x) = §, f(z,y)dv(y) paraméteres integrdl;

(b) § gdp =S, fde, avagy

ffxydeo(xy f Uf:cy du(y >)du<x>-

Bizonyitas. (Ld. [Petruska, 121-123. old.|)

11.3. Akdarhany mértéktér szorzata

Ha a fenti definiciét végtelen sok mértéktér szorzatara akarjuk atvinni, tobbféle nehézségbe iitkoziink:
biztositanunk kell, hogy a téglaink mértékét kifejez6 — most mar végtelen sok tényezds — szorzatok
sorrendfiiggetlenek legyenek; rdaddsul végtelen sok o-algebra direkt szorzata nem lesz félgytirti. Az is
el6fordulhat, hogy megszamlalhato soknal tobb mértékteret szeretnénk 0sszeszorozni, mert éppen olyanunk
van, hogy 920 fliggetlen valdszintiségi valtozot szeretnénk konstrudlni.

Ezeknek a nehézségeknek egy lehetséges felolddsa az, hogy csak valészintiségi mértéktereket szorzunk
ossze, amelyekben a teljes tér mértéke 1, ([0, 1]-beli szdmok végtelen szorzata mar nem fiigg a sorrendtél),
tovabba csak olyan tégldkat hasznalunk, amelyeknek véges sok kivétellel minden oldala a megfelel§ teljes
tér (hasonléan példdul a topologikus terek szorzatdhoz).

Egy kovetkezd alloméds lehetne az olyan téglak megengedése, amelyeknek megszamlalhato sok kivétellel
minden oldala az egész tér, de az ilyenek tigyis benne lesznek a generalt o-algebraban.

Mostantél tehat legyen [ tetszGleges szamossagi, de azért nem iires indexhalmaz, és minden 7 € [-re
(X, M, p;) valészintiségi mértéktér.

A leend$ szorzatmérték alaphalmaza az X; halmazok szorzata, Z = X, X; lesz. Ez tekinthet§ az
olyan, I-n értelmezett fiiggvények halmazanak, amelyek minden I-hez X;-beli pontot rendelnek. Ha [ = N,
akkor a Z = X,_; X; = X, X; halmaz elemei végtelen sorozatok.

A tégldk az olyan T' = X, ; A; "hengerhalmazok" lesznek, amelyekben minden i € I-re A, € M,,
és véges sok kivétellel A; = X;. Az A; halmazt (igy, egymds kozt, nem hivatalosan) a T tégla i-edik
"oldaldnak" fogjuk hivni.

A téglaink halmazat jelolje most is 7, tehdt

Z{XAi:Vie[AieMi, és{ie[:Ai;éXi}véges}.
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szamot. A szorzatban véges sok ¢ kivételével minden tényezs 1, igy vehetjiik csak az 1-nél kisebbek
szorzatat, vagy a véges részszorzatok minimumaét.

11.6. lemma. (a) T félgyiri.
(b) Az o T — [0, 1] téglafiigguény additiv.
(¢c) Az . T — [0, 1] téglafiggvény o-szubadditiv.

Bizonyitas. (a) Ahhoz, hogy T félgytiri legyen, harom dolog kell: &f € T, barmely két tégla metszete
tégla, és barmely két tégla kiilonbsége eldll, mint véges sok tégla diszjunkt unidja.

Az iires halmaz is tégla, az egyik A;-t valaszthatjuk J-nek.

Legyen T' = X, ; A; és U = X, ; B; két tégla. Legyen J < I az olyan indexek halmaza, amelyekre
A; # X; vagy B; # X;. Atindexelve, feltehetjiik, hogy J = {1,2,...,n}. Innen pedig minden ugyantigy
megy, mint a 11.3 definiciéban. :-)

(b) Tegyiik fel, hogy egy T tégla az Uy, . .., U, téglik diszjunkt uniéja. Legyen J < I az olyan i indexek
halmaza, amelyekre valamelyik téglank i-edik oldala nem az egész tér; ez véges sok véges indexhalmaz
uniéja, vagyis J véges. Ismét csak dtindexelve, feltehetjiik, hogy J = {1,2,..., N} Innen pedig minden
ugyanigy megy, mint a 11.3 definiciéban. :-)

(c) Indirekt tegyiik fel, hogy a nem o-szubadditiv, vagyis van olyan T tégla, ami lefedhets az U, U?, . ..
tégldk unidjaval ugy, hogy >~ | a(U") < a(T). Nyilvdn mindegyik U"-et lecserélhetjiik az U™ N T téglaval,
igy a fedés tovabb csokken. Tehat feltehetjiik, hogy U™ < T

Az itt szerepld tégldk oldalai 6sszesen megszamlalhato sok irdnyban lehetnek kisebbek, mint a megfelels
mértéktér; ezeket atindexelhetjiikk pozitiv egészekkel. Az Osszes tobbi irdnyban minden szorzat minden
tényezGje 1. Tehdt feltehetjiik, hogy dtindexelés utdan I = N, a direkt szorzatok elemei sorozatok.

Legyen T = X~ A; és minden n-re U" = X2, BI'. Mivel U" < T, az is igaz, hogy minden i indexre
Bl © A;. Az indirekt feltevés szerint

2, aUm) <a(T),
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Rekurzivan konstrudlunk egy olyan ¢ = (a1, as,...) € T pontot, ami a kdvetkezét fogja tudni:

o0 k o0 0
Z (H xBr(a;) - H ,uZ(BZ")> < H wi(A;) minden k£ =0,1,2,... esetén. (2)
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Ha k£ = 0, akkor az els§ produktum iires, ezt most is 1-nek definidljuk.

A (2) szemléletes jelentése a kovetkezs. Vegyik az 1 = ay,...,x; = ai hipersikot, és az Gsszes tégldink
"nyomat" — metszetét a hipersikkal. A baloldalon az els§ produktum értéke 0 vagy 1 attdl fiiggSen, hogy az
U™ tégla elmetszi-e a hipersikot. A mdsik két produktum a hipersikra esd vetiiletek mddositott mértéke, amit
érthetSen az els§ k koordindta nélkiil szamolunk, ezért megy az index (k + 1)-t6l. Az (2) formula tehat azt
fejezi ki, hogy az U™ tégldk nyomdanak Osszege a hipersikon kisebb, mint a 7' tégla nyoma.
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A k = 0 esetben (2) egybeesik (1)-gyel, tehdt igaz.
Ha k porzitiv egész, és ay, ..., ar_1; mar megvan, akkor vizsgdljuk a kovetkez§ fiiggvényt:
0 k—1 0
flo) =] (H Xpr(a:)  xpp(z) - ] m(&”))
n=1 \i=1 i=k+1

(vagyis (2) baloldaldn az ay helyére az x valtozot tettiik). Olyan a, € Ay pontra van sziikségiink, amelyre
0

flag) < TT wi(A).
i=k+1
Az Aj halmazon integrélva,
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Az f integrélja kisebb, tehdt az Ay halmaz egy pozitiv részén f < [ 2, ., 1i(4;); ebbdl a pozitiv mértékd
részbdl valasszunk egy ap pontot.
Ezzel megkonstrudltuk a (2)-nak eleget tevd t = (aq, as, . . .) sorozatot.

Az indirekt feltevésiink szerint a ¢ pontot fedi valamelyik U™ tégla, vagyis minden i-re xpm(a;) = 1.
Az U™ egy hengerhalmaz, tehdt véges sok i index kivételével B" = X, ezért elég nagy k esetén

k 0 0 k 0 ) 0
L= [xsr(a) [] wB <D (] ]xsela)- [] mB| < [] m) <1,
i=1 i=k+1 n=1 \i=1 i=k+1 i=k+1
ellentmondds. Tehat o tényleg o-szubadditiv.
11.7. definicié. Az (X;, M,, p;) valdszindségi mértékterek (i € I) szorzata a (Z,S,p) mértéktér, ahol

Z = X, Xi, 9o az a-hoz asszocidlt kilsé mérték a Z halmazon, S a ¢, szerint mérhetd halmazok
rendszere, €s p az Y, megszoritisa S-re.
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