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11. Szorzatm�ert�ekek

σ-additivit�as k�et m�ert�ekt�er direkt szorzat�an. K�et m�ert�ekt�er szorzata. Fubini-t�etel. V�eges sok m�ert�ekt�er

szorzata. Ak�arh�any val�osz��n�us�egi m�ert�ekt�er szorzata. Bizony��t�as a σ-additivit�asra. (Petruska II, 23. fej.)

11.1. V�eges sok m�ert�ekt�er szorzata

11.1. lemma. Legyen pX,M, µq �es pY,N , νq k�et m�ert�ekt�er.

(a) A T “ tA ˆ B : A P M, B P N u, a "t�egl�ak" hallmaza f�elgy�ur�u;

(b) A T f�elgy�ur�un az αpA ˆ Bq “ µpAq ¨ νpBq halmazf�uggv�eny σ-addit��v, σ-szubaddit��v, �es addit��v.

Bizony��t�as. (a) Ahhoz, hogy T f�elgy�ur�u legyen, h�arom dolog kell: H P T , b�armely k�et t�egla metszete

t�egla, �es b�armely k�et t�egla k�ul�onbs�ege el�all, mint v�eges sok t�egla diszjunkt uni�oja; mindh�arom trivi�alis.
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Az �ures halmaz is t�egla, p�eld�aul H ˆ H P T .

(b) Tegy�uk fel, hogy a T “ A ˆ B t�egla felbomlik a Tn “ An ˆ Bn t�egl�ak (n “ 1, 2, . . .) diszjunkt

uni�oj�ara. Ekkor x P X , y P Y eset�en
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El�obb x, majd y szerint integr�alva,
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teh�at α t�enyleg σ-addit��v (�es persze addit��v is).

A σ-szubadditivit�as k�ovetkezik abb�ol, hogy T f�elgy�ur�u: a szokott m�odon minden fed�es kiser�elhet�o

diszjunkt t�egl�akkal val�o fed�esre, �es elmetszhet�o a lefedett t�egl�aval.



11.2. de�n��i�o. Az pX,M, µq �es pY,N , νq m�ert�ekterek szorzata a pZ,S, ϕq m�ert�ekt�er, ahol Z “ X ˆ Y ,

a lemmabeli α-hoz asszoi�alt k�uls�o m�ert�ek a Z halmazon, S a ϕα szerint m�erhet�o halmazok rendszere, �es

ϕ az ϕα megszor��t�asa S-re.

A lemma �es a de�n��i�o minden neh�ezs�eg n�elk�ul kiterjeszthet�o v�eges sok m�ert�ek szorzat�ara is.

11.3. de�n��i�o. (v�eges sok m�ert�ekt�er szorzata)

Aa pXk,Mk, µkq (k “ 1, 2 . . . , n) m�ert�ekterek, akkor T “ tA1 ˆ . . . ˆ An : A1 P M1, . . . , An P Mnu
a t�egl�ak f�elgy�ur�uje, ezen az αpA1 ˆ . . . ˆ Anq “ µ1pA1q ¨ . . . ¨ µnpAnq f�uggv�eny σ-addit��v. A m�ert�ekterek

szorzata pZ,S, ϕq, ahol Z “ X1 ˆ . . .ˆXn halmazon, ϕα : Z Ñ r0,8s az α-hoz asszoi�alt k�uls�o m�ert�ek, S

a ϕα szerint m�erhet�o halmazok rendszere, �es ϕ az ϕα megszor��t�asa S-re.

A σ-additivit�as�anak bizony��t�asa ugyan�ugy megy, mint a 11.1 lemm�aban, sak a Beppo Levi t�etelt nem

k�etszer, hanem k-szor kell alkalmazni.

11.4. p�elda. Ha µ a p-dimenzi�os, ν a q-dimenzi�os Lebesgue-m�ert�ek, akkor a szorzat a pp ` qq-dimenzi�os

Lebesgue-m�ert�ek. Ez majdnem trivi�alis, a valamelyik m�ert�ek szerint nullm�ert�ek�u halmazokat kell egy kisit

diszkut�alni: minden m�erhet�o halmaz egy Fσ halmaz �es egy nullm�ert�ek�u halmaz uni�oja stb.

11.2. A szorzatm�ert�ek szerinti integr�al �at��r�asa t�obbsz�or�os integr�all�a

11.5. t�etel (Fubini). Legyen a pZ,S, ϕq az pX,M, µq �es pY,N , νq m�ert�ekterek szorzata, �es f ϕ-m.m�erhet�o

Z-n. Ha f (v�egesen) integr�alhat�o, vagy ha Z σ-v�eges �es

ş
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(a) µ-m.m. x-re l�etezik a gpxq “
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Bizony��t�as. (Ld. [Petruska, 121�123. old.℄)

11.3. Ak�arh�any m�ert�ekt�er szorzata

Ha a fenti de�n��i�ot v�egtelen sok m�ert�ekt�er szorzat�ara akarjuk �atvinni, t�obbf�ele neh�ezs�egbe �utk�oz�unk:

biztos��tanunk kell, hogy a t�egl�aink m�ert�ek�et kifejez�o � most m�ar v�egtelen sok t�enyez�os � szorzatok

sorrendf�uggetlenek legyenek; r�aad�asul v�egtelen sok σ-algebra direkt szorzata nem lesz f�elgy�ur�u. Az is

el�ofordulhat, hogy megsz�aml�alhat�o sokn�al t�obb m�ert�ekteret szeretn�enk �osszeszorozni, mert �eppen olyanunk

van, hogy 22
ℵ0

f�uggetlen val�osz��n�us�egi v�altoz�ot szeretn�enk konstru�alni.

Ezeknek a neh�ezs�egeknek egy lehets�eges felold�asa az, hogy sak val�osz��n�us�egi m�ert�ektereket szorzunk

�ossze, amelyekben a teljes t�er m�ert�eke 1, (r0, 1s-beli sz�amok v�egtelen szorzata m�ar nem f�ugg a sorrendt�ol),

tov�abb�a sak olyan t�egl�akat haszn�alunk, amelyeknek v�eges sok kiv�etellel minden oldala a megfelel�o teljes

t�er (hasonl�oan p�eld�aul a topologikus terek szorzat�ahoz).

Egy k�ovetkez�o �allom�as lehetne az olyan t�egl�ak megenged�ese, amelyeknek megsz�aml�alhat�o sok kiv�etellel

minden oldala az eg�esz t�er, de az ilyenek �ugyis benne lesznek a gener�alt σ-algebr�aban.

Mostant�ol teh�at legyen I tetsz�oleges sz�amoss�ag�u, de az�ert nem �ures indexhalmaz, �es minden i P I-re

pXi,Mi, µiq val�osz��n�us�egi m�ert�ekt�er.

A leend�o szorzatm�ert�ek alaphalmaza az Xi halmazok szorzata, Z “
Ś

iPI Xi lesz. Ez tekinthet�o az

olyan, I-n �ertelmezett f�uggv�enyek halmaz�anak, amelyek minden I-hez Xi-beli pontot rendelnek. Ha I “ N,

akkor a Z “
Ś

iPI Xi “
Ś8

i“1
Xi halmaz elemei v�egtelen sorozatok.

A t�egl�ak az olyan T “
Ś

iPI Ai "hengerhalmazok" lesznek, amelyekben minden i P I-re Ai P Mi,

�es v�eges sok kiv�etellel Ai “ Xi. Az Ai halmazt (��gy, egym�as k�ozt, nem hivatalosan) a T t�egla i-edik

"oldal�anak" fogjuk h��vni.

A t�egl�aink halmaz�at jel�olje most is T , teh�at

T “

#

ą

iPI

Ai : @i P I Ai P Mi, �es ti P I : Ai ‰ Xiu v�eges

+

.



A T “
Ś

iPI Ai t�egl�ahoz hozz�arendelj�uk a

αpT q “
ź

iPI

µipAiq

sz�amot. A szorzatban v�eges sok i kiv�etel�evel minden t�enyez�o 1, ��gy vehetj�uk sak az 1-n�el kisebbek
szorzat�at, vagy a v�eges r�eszszorzatok minimum�at.

11.6. lemma. (a) T f�elgy�ur�u.

(b) Az α : T Ñ r0, 1s t�eglaf�uggv�eny addit��v.

() Az α : T Ñ r0, 1s t�eglaf�uggv�eny σ-szubaddit��v.

Bizony��t�as. (a) Ahhoz, hogy T f�elgy�ur�u legyen, h�arom dolog kell: H P T , b�armely k�et t�egla metszete

t�egla, �es b�armely k�et t�egla k�ul�onbs�ege el�all, mint v�eges sok t�egla diszjunkt uni�oja.

Az �ures halmaz is t�egla, az egyik Ai-t v�alaszthatjuk H-nek.

Legyen T “
Ś

iPI Ai �es U “
Ś

iPI Bi k�et t�egla. Legyen J Ă I az olyan indexek halmaza, amelyekre

Ai ‰ Xi vagy Bi ‰ Xi.
�

Atindexelve, feltehetj�uk, hogy J “ t1, 2, . . . , nu. Innen pedig minden ugyan�ugy

megy, mint a 11.3 de�n��i�oban. :-)

(b) Tegy�uk fel, hogy egy T t�egla az U1, . . . , Un t�egl�ak diszjunkt uni�oja. Legyen J Ă I az olyan i indexek

halmaza, amelyekre valamelyik t�egl�ank i-edik oldala nem az eg�esz t�er; ez v�eges sok v�eges indexhalmaz

uni�oja, vagyis J v�eges. Ism�et sak �atindexelve, feltehetj�uk, hogy J “ t1, 2, . . . , Nu Innen pedig minden

ugyan�ugy megy, mint a 11.3 de�n��i�oban. :-)

() Indirekt tegy�uk fel, hogy α nem σ-szubaddit��v, vagyis van olyan T t�egla, ami lefedhet�o az U1, U2, . . .

t�egl�ak uni�oj�aval �ugy, hogy

ř8
n“1

αpUnq ă αpT q. Nyilv�an mindegyik Un
-et leser�elhetj�uk az UnXT t�egl�aval,

��gy a fed�es tov�abb s�okken. Teh�at feltehetj�uk, hogy Un Ă T .

Az itt szerepl�o t�egl�ak oldalai �osszesen megsz�aml�alhat�o sok ir�anyban lehetnek kisebbek, mint a megfelel�o

m�ert�ekt�er; ezeket �atindexelhetj�uk pozit��v eg�eszekkel. Az �osszes t�obbi ir�anyban minden szorzat minden

t�enyez�oje 1. Teh�at feltehetj�uk, hogy �atindexel�es ut�an I “ N, a direkt szorzatok elemei sorozatok.
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Ai �es minden n-re Un “
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i
. Mivel Un Ă T , az is igaz, hogy minden i indexre

Bn

i Ă Ai. Az indirekt feltev�es szerint
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Rekurz��van konstru�alunk egy olyan t “ pa1, a2, . . .q P T pontot, ami a k�ovetkez�ot fogja tudni:

8
ÿ

n“1

˜

k
ź

i“1

χBn

i
paiq ¨

8
ź

i“k`1

µipB
n

i
q

¸

ă
8

ź

i“k`1

µipAiq minden k “ 0, 1, 2, . . . eset�en. p2q

Ha k “ 0, akkor az els�o produktum �ures, ezt most is 1-nek de�ni�aljuk.

A p2q szeml�eletes jelent�ese a k�ovetkez�o. Vegy�uk az x1 “ a1, . . . , xk “ ak hipers��kot, �es az �osszes t�egl�aink

"nyom�at" � metszet�et a hipers��kkal. A baloldalon az els�o produktum �ert�eke 0 vagy 1 att�ol f�ugg�oen, hogy az

Un
t�egla elmetszi-e a hipers��kot. A m�asik k�et produktum a hipers��kra es�o vet�uletek m�odos��tott m�ert�eke, amit

�erthet�oen az els�o k koordin�ata n�elk�ul sz�amolunk, ez�ert megy az index pk ` 1q-t�ol. Az p2q formula teh�at azt

fejezi ki, hogy az Un
t�egl�ak nyom�anak �osszege a hipers��kon kisebb, mint a T t�egla nyoma.
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A k “ 0 esetben p2q egybeesik p1q-gyel, teh�at igaz.
Ha k pozit��v eg�esz, �es a1, . . . , ak´1 m�ar megvan, akkor vizsg�aljuk a k�ovetkez�o f�uggv�enyt:
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(vagyis p2q baloldal�an az ak hely�ere az x v�altoz�ot tett�uk). Olyan ak P Ak pontra van sz�uks�eg�unk, amelyre
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Az Ak halmazon integr�alva,
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Az f integr�alja kisebb, teh�at az Ak halmaz egy pozit��v r�esz�en f ă
ś8

i“k`1
µipAiq; ebb�ol a pozit��v m�ert�ek�u

r�eszb�ol v�alasszunk egy ak pontot.

Ezzel megkonstru�altuk a p2q-nak eleget tev�o t “ pa1, a2, . . .q sorozatot.

Az indirekt feltev�es�unk szerint a t pontot fedi valamelyik Um
t�egla, vagyis minden i-re χBm

i
paiq “ 1.

Az Um
egy hengerhalmaz, teh�at v�eges sok i index kiv�etel�evel Bm

i
“ Xi, ez�ert el�eg nagy k eset�en
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ellentmond�as. Teh�at α t�enyleg σ-szubaddit��v.

11.7. de�n��i�o. Az pXi,Mi, µiq val�osz��n�us�egi m�ert�ekterek (i P I) szorzata a pZ,S, ϕq m�ert�ekt�er, ahol

Z “
Ś

iPI Xi, ϕα az α-hoz asszoi�alt k�uls�o m�ert�ek a Z halmazon, S a ϕα szerint m�erhet�o halmazok

rendszere, �es ϕ az ϕα megszor��t�asa S-re.
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