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A vizsga részei:
e Felkésziilés (legaldbb 40 perc)

o A tételjegyzék két tételének vazlatos kidolgozdsa és szébeli elGadédsa.
e Vilaszadas a vizsgaztato szébeli kérdéseire.

A vizsgdn a tételjegyzéket hasznalhatjdtok, a sillabuszt nem. A felkésziilési id6ben az fréeszkézokon
kiviil egy Ad-es lap, sajat kézzel irt jegyzet haszndlhatd.

Az elégséges osztalyzathoz legaldbb ki kell tudni mondani a tananyagban szerepld tételeket (jegy-
zet nélkiil).

Egyszerre 4-5 vizsgazé késziilhet a teremben.

Ez a tajékoztato letolthets innen:
http://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/2018tavasz-an4/an4-sillabusz.pdf

A tételjegyzék pedig innen:
http://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/2018tavasz-an4/and-tetel jegyzek.pdf

Részletes tételjegyzék

1. A Green-tétel

Sikvektorok keresztszorzata, irdnyitott szoge. Egyszeri zart gorbék. Gorbeindex. Jordan-gorbetétel (bizonyitds
nélkiil). Jordan-tartomdny. Egyszerd zart gorbe iranyitdsa. SkalarmezGk és vektormezdk. Green-tétel (bizonyitds
norméltartomanyra, és a bizonyitds vézlata az &ltalanos esetben). Jordan-tartomdny teriilete vonalintegrdl alak-
ban. Rotdciémentes vektormezd vonalintegrilja Jordan-tartomény hatdrdan. Kiterjesztés tobb gorbével hatédrolt tar-
toményokra. [LTS2, 200-205. o.]

2. Integraltételek sikban

Kiils6 normaélis egyszerii zart gorbe mentén. Newton-Leibniz formula sikban. Mese a kertiinkben felord talajviz
forraserGsségérsl és -stirtiségérsl. Divergencia (magasabb dimenziéban is). A divergencia nem fligg a koordinéta-
tengelyek irdnyatdl. Gauss-Osztrogradszkij tétel 2-dimenziéban. Mese vektormezd 6rvényerdsségérol és -stirtiségérsl.
Rotdcié 2-dimenziéban. A rotacié nem fiigg a koordindta-tengelyek irdnyatol. Stokes-tétel 2-dimenziéban. [LTS2,
205-210. o.]

3. Integraltételek harom dimenziéban

Folytonsan differencidlhaté paraméteres feliiletek. Felszin, normalvektor. Felszin szerinti és feliileti integralok.
Fiiggvénygrafiokon mint paraméteres feliillet normalvektora. A Green-tétel térbeli megfelelGje. 3-dimenziés Newton-
Leibniz formula. Zart felilleteken a teriiletvektor integralja 0. Gauss-Osztrogradszkij tétel. Rotacié. A rotdcié
fiiggetlen a koordindta-rendszertsl. Stokes-tétel. Kelvin-Stokes tétel (bizonyitdas nélkiil). Kapcsolat a Maxwell-
egyenletek differencidlis és integralis alakjai kozott. (Magukat a Maxwell-egyenleteket nem kell megtanulni.) [LTS2,
211-221. o]

4. Meérhets terek és mértékek

Nem létezik pozitiv, eltoldsinvarians, normalt fiiggvény P(R)-en.

Halmazrendszerek, megszoritds. Halmazalgebra, gytrti, modulus, félgytirtd, o-algebra, o-gytiri. Generalt struktirak.
Borel-halmazok top. terekben. Mérhetd tér. Halmazfiiggvények. Monoton, additiv o-additiv és o-szubadditiv hal-
mazfiiggvények. Mérték. Ha A; < As < ..., akkor pu(UA,) = limpu(A,). Ha A; D Ay o ... és u(A;) < oo, akkor
w(nAy) =lim p(A,). [Petruska, 51-52. o.]
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5. A Lebesgue-mérték

A Lebesgue-féle kiils6 mérték, kétféle ekvivalens definicié. Monotonitds. Kompakt halmazok és Jordan-mérhets
halmazok kiilsé mértéke. Egybevdgosag és hasonlésdg hatdsa. o-szubadditivitas. A belsé mérték lehetséges definicidja.
Mérhetség. A Lebesgue-mérheté halmazok o-algebrat alkotnak, és ezen A mérték (bizonyitds nélkiil). A Jordan-
mérhets halmazok Lebesgue-mérhetsk is (bizonyitds nélkiil). Nullmértékd halmazok. RP-ben. Minden pozitiv kiils§
mértéki halmaz tartalmaz nem mérhets részhalmazt. [Petruska, 69-70, 81-82. o.]

6. Relativ kiils6 mértékek

Relativ kiils§ mértékbsl szarmazté kiils§ mérték. Nemnegativ halmazfiiggvényhez asszocidlt kiils§ mérték. A
mérheté halmazok. A mérhets halmazok o-algebrat alkotnak. A Lebesgue-mérheté halmazok o-algebrat alkotnak.
[Petruska, 61-63. o.]

7. A mértékkiterjesztési tétel

Félgytirtin additiv relativ kiils6 mérték kiterjeszthet6 a generdlt gytirtire. Példa arra, hogy a kiterjesztés nem
mindig egyértelmd. Mértékkiterjesztési tétel. A kiterjesztés egyértelmiisége o-véges térben. [Petruska, 64-66. o.]

8. Lebesgue-Stieltjes mértékek

Lokélisan véges 1-dimenziés Borel-mérték eloszlasfiiggvénye. Az eloszlasfiiggvény balrdl folytonos. A kiillonbo6zs
tipusu intervallumok meértékének kifejezése az eloszldsfiiggvénnyel. Additiv intervallumfiiggvények. Megengedett
végpontok. Egydimenziés Lebesgue-Stieltjes mértékek. Kiterjesztés véges dimenziéban. Addititiv téglafiiggvény.
Folytonossédgi hipersik. A folytonossagi hipersikok halmaza megszamldlhato. Lebesgue-Stieltjes mérték véges dimen-
ziéban. [Petruska, 69-72. o.]

9. A Lebesgue-Stieltjes mértékek regularitasi tulajdonsagai

Mérhets halmazok "tavolsdga". Minden Lebesgue-mérhets halmazhoz van tetszéleges kozeli halmaz, ami véges
sok (racionalis koordinataji) téglalap unidja. Mérhet6 halmaz kozelitése nyilt, zart, kompakt, G5 és F, halmazokkal.
[Petruska, 72-73. o.]

10. Nemnegativ fiiggvények integralja

Mérhets fuggvények. Mérhetség és miiveletek (min, max, alapmiiveletek, hatdarérték, kompozicié). Egyszerd
fliggvények. Nemnegativ mérhets fliggvény mint egyszerd fliggvények monoton nové limesze. Egyszeri fiiggvény
integrélja. Nemnegativ mérhet6 fiiggvény integralja. Mtiveletek. [Petruska, 53-57. o.]

11. Fiiggvénysorozatok integralja

Monoton konvergencia tétele. Osszeg integralja. Beppo Levi tétele. Fatou-lemma. ElGjeles és komplex fiiggvények
integraldsa. Az L; tér. Fatou-Lebesgue tétel. Korldtos kovergencia tétel. Domindlt konvergencia tétel. Teljes
mértéktér. Az integral kiterjesztése majdnem mérhets fiiggvényekre. Ha > ||fn||1 konvergens, akkor f, — 0 m.m.
[Petruska, 57-60. o.]

12. Riemann- és Lebesgue-Stieltjes integralok

Als6 és fels§ burkolé. A burkolé fiiggvények félig folytonosak, ezért Borel-mérhetSk. Kapcesolat az alsé és felss
Stieltjes integrallal. A Riemann-Stieltjes integrdl létezésének feltétele. A Riemann-integrélhatésdg Lebesgue-féle ek-
vivalens feltétele. [Petruska, 76-80. o.]

13. ElGjeles mértékek és variaciéik

ElGjeles és komplex mértékek. ElGjeles mérték nem veheti fel mindkét végtelent. Majordns mérték. Pozitiv,
negativ és totalis varidcio. A totalis varidcié majorilja a pozitiv és a negativ varidciot. ElGjeles mérték szerint létezik
maximdlis és minimdlis mértéki halmaz. Hahn-felbontds. Jordan-felbontds. T = w + v. [Petruska, 85-89. o.]
14. Lebesgue-felbontas

Meérték tartéja. Abszolit folytonos és szingularis mértékek. Adott mértéknél nem nagyobb maximalis szinguldris
mérték. Lebesgue-felbontas. Egyértelmtiség. [Petruska, 90-91. o.]

15. Radon-Nikodym derivalt

Radon-Nikodym tétel. Helyettesitéses integraldas. A totdlis varidcié szerinti RN derivalt. Elgjeles és komplex
mérték szerinti integral definiciéi. [Petruska, 91-95. o.]



16. A maximalis operéator

Differencidlbéazis. Alsé és fels§ derivaltak. Szimmetrikus, kozonséges és erds derivalt. Maximdlis operator. A
maximaélis operdtor, az alsé és a fels6 derivalt mérhetSsége. A maximalis operdtor tétele. [Petruska, 97-99. o.]

17. Borel-mértékek differenciilasa

Lokélisan véges Borel-mérték akkor és csak akkor szinguldris, ha a derivaltja m.m. 0. Lebesgue-pont. Abszolit
folytonos mérték m.m. differencidlhatd, és a derivaltja megegyezik a Radon-Nikodym derivalttal. (Petruska II, 19.
fej.) [Petruska, 100-103. o.]

18. Siriiségi tétel. Abszolit folytonos és szingularis fiiggvények

Mérhet6 burok. Alsé és felss stirtiség. Stirtiségi tétel. [Petruska, 104-105. o.]

Abszolut folytonos és szinguldris monoton fiiggvények. Az abszolut folytonossdg atfogalmazésa e, 6-val. Cantor-
fiiggvény. Konstrukcié szigorian monoton, folytonos, szinguldris fliggvényre. Szinguldris fiiggvény derivaltja m.m. 0.
Abszolut folytonos fliggvény m.m. differencidlhaté, és a derivéltjanak az integralfiiggvénye. Monoton fliggvény m.m.
differencidlhaté. A Lipschitz-tulajdonsdg, az abszolut folytonossdg és korlatos valtozas kapcsolata. Korldtos véltozdsu
fiiggvény m.m. differencidlhatd.

19. Meértékterek szorzata

o-additivitds két mértéktér direkt szorzatan. Két mértéktér szorzata. Fubini-tétel (bizonyitds nélkiil). Véges sok
mértéktér szorzata. Akdrhdny valészintiségi mértéktér szorzata (bizonyitds a o-szubadditivitdsra). [Petruska, 121,
124-126. o.]
20. A Fubini-tétel

[Petruska, 121-123. o.]

21. L,-terek

Ly-normék. L, és ¢, terek. Konjugalt kitev6k, Holder- és Minkowski-egyenl6tlenség. Félmetrikus terek. Fakto-
rizalds a m.m. O fliggvények terével. L,-terek. Stri alterek (egyszerd, szép, kompakt tartéju folytonos fiiggvények
alterei). Szeparabilitds. Példa arra, hogy L, (R) nem szeparabilis. Példak arra, hogy L, ¢ L,. Teljesség, Riesz-
Fischer-tétel. Banach-tér. (Petruska II, 24. fej.) [Petruska, 127-130. o.]

22. Lo-terek.

Skalaris szorzas. Az Lo és {5 Hilbert-terek. Az ortonormalt polinomok és trigonometrikus polinomok rendszerének
teljessége. Schauder-bézis. Az La([a,b]) izomorfidja az fo térrel.

23. Meértékben valé konvergencia.

Mértékben valé konvergencia. Metrizdlhatésdg. Kapcsolat a mértékben vald, az Ly-beli és a pontonkénti konver-
gencia kozott. Teljesség. [Petruska, 135-137. o.]

24. Konvolucié és Fourier-transzformalt.

L4-beli fuggvények konvoliciéja. Ly mint kommutativ Banach-algebra. [Petruska, 138. o.] L;-fliggvények Fourier-
transzformaltja. Konvolicié Fourier-transzforméltja a Fourier-transzformaltak szorzata. Inverz transzformalt (bi-
zonyitas nélkiil). Véges Borel-mértékek Fourier-transzformaltja. Fourier-Stieltjes transzformalt.
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