6. Valés analizis gyakorlat, 2020. szeptember 23.

6.1. (a) A kiilonlegesen kiképzett J. English {igynok, aki a fiilével tud 6lni, és szabad idejében az
elimindtumait szokta szdmolgatni, csak az ehhez sziikséges természetes szamokat és az Osszeadast
ismeri. Mely test ill. rendezési axiomak teljesiilnek a vilagadban?

(b) A mesterséges intelligenciaval felvértezett kinai sz6kend-robot az egész szamokat és az Gssze-
adast ismeri. Mely test ill. rendezési axioméak teljesiilnek a vilagaban?

(c) Az lo-lako6 (Az To a Jupiter egyik holdja) szaméra a valos szémok a {1, O} halmazbol allnak,
és a modulo 2 Osszeadést ismeri: OGO =0,00 [ =1, 100 =1,¢és 11 = 0. Mely test ill.
rendezési axiomak teljesiilnek a vilagaban? Definidlhato-e szaméara szorzas ugy, hogy teljesiiljenek a
testaxiomak? Teljesitheték-e a rendezési axiomék?

(d) A komplex szamokra, mely test axiomak teljesiilnek? Megadhato-e a rendezési axiomaknak
eleget tevo rendezés?

6.2. [gazoljuk a testaxiomak felhasznélasaval a kovetkezéket.
Ha ab = 0, akkor a = 0 vagy b = 0; —(—a) =a; (a—b)—c=a—(b+c); —a=(—1)-a;
(a/b) - (c¢/d) = (a-c)/(b-d).

6.3. Vezessiik le a test- és rendezési axiomakbol, hogy Va € R a? > 0.

6.4. Cseréljiik a rendezési axidmékat a kovetkezbkre.

R1’. Minden val6s szam vagy 0, vagy pozitiv, vagy negativ.

R2’. x akkor és csak akkor pozitiv, ha —x negativ.

R3’. Barmely két pozitiv szam Osszege pozitiv.

R4’. Barmely két pozitiv szdm szorzata pozitiv.

Ezek utan a < relacidt definidljuk a kovetkezSképppen: a < b akkor és csak akkor, ha b — a
pozitiv.

Mutasssuk meg, hogy ezekbdl kovetkeznek az eredeti rendezési axiomak.

Hazi feladatok

6.5. Ellendrizziik, hogy a valés szamok halmazan az a ® b = a + b + 1 miivelet kielégiti az els6 négy
axiomat. Mi lesz a nullelem? Adjunk meg olyan ,szorzast”, a ® b-t, amellyel egyiitt testet kapunk.

6.6. Igazoljuk a testaxiomak felhasznélasaval a kovetkezdket.
(—a) b= —(ab); 1/(a/b) =b/a; (a—b)+c=a—(b—c).

6.7. Legyen F test, és Fx] az F feletti polinomok gyiirtje. A polinomokbol készitett a(z)/b(z) és
c(x)/d(x) formalis torteket nevezziik ekvivalensnek (jelben a/b ~ ¢/d, ha a(x)d(x) = b(x)d(x).

(a) Mutassuk meg, hogy a ~ relacio reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv, azaza ~ a,a ~b < b~ a
és (a ~ b) A (b~ c) = (a ~ ¢). Igazoljuk, hogy a formalis tortek halmaza diszjunkt halmazok-
ra (ekvivalencia-osztalyokra) bonthato gy, hogy két tort akkor és csak akkor van ugyanabban az
ekvivalencia-osztalyban, ha ekvivalensek.

A tortek ekvivalencia-osztalyait nevezziik F' feletti racionélis tort fliggvényeknek.

(b) Mi legyen két racionalis tort Gsszege, illetve szorzata?

(c) Igazoljuk, hogy a raciondlis tortek testet alkotnak. (A jele: F(x).)

Beadandé hazi feladatok
A Teamsben feltoltends vasarnap (szept. 27.) éjfélig

BEG6.1. (a) Ellenérizd, hogy a pozitiv racionalis szamok halmazan az a +¢ b = a - b miivelet kielégiti
az els6 négy axiomat. Mi lesz a nullelem?
(b) Bizonyitsd be, hogy nincs olyan szorzas, amellyel egyiitt testet kapunk.

BE6.2. Egy a(z)/b(z) formalis tortet pozitivnak vagy negativnak neveziink, ha a és b fegyiitthatoja
azonos, illetve ellentétes elGjelii. Mutassuk meg, hogy a valos egyiitthatos tortek testében tejesiilnek
az R1’, R2’, R3’, R4’ modositott rendezési axiomak.



