9. Valés analizis gyakorlat, 2020. oktéber 7.

9.1. Egy H C R halmazt nevezziink nyiltnak, haVa € H Jr >0 (a—r,a+r) C H. Melyik nyilt
az alabbi halmazok koziil?

O R  (a,b) [a,0] (1,2)U(3,4) [1,2JU[3,4 Q@ R\Z

9.2. Bizonyitsuk be Borel fedési tételét: Ha K korlatos, zéart intervallum, és I, (o € A) nyilt

halmazoknak egy olyan rendszere, ami lefedi K-t, azaz K C |J I, akkor van olyan véges V C A
acA
halmaz, amire K C J I,. Mas szoval, K minden nyilt fedésébdl kivalaszthatd véges fedés.
acV
1. segitség: indirekt tegyiik fel, hogy semelyik véges sok I, nem fedi K-t, és felezgessiik K-t.

2. segitség: mik lehetnének az egerek és az elefantok?

9.3. A H C R halmaz sehol sem stri, s.s.s., haVa < b (Elc, deR (a <c<d<bAHN(cd) = (7)))

(a) Bizonyitsuk be, hogy ha S, S,,... C R sehol sem stirti halmazok egy tetszdleges sorozata,
akkor (J S, nem tartalmaz intervallumot.
n=1
(b) Bizonyitsuk be, hogy ha G1,Gs,... C R siiri nyilt halmazok, akkor [ G, is stiri. (Baire

n=1

féle kategoriatétel)

9.4. Mutassunk a raciondlis tortek rendezett testében olyan nemiires, feliilr6l korldtos halmaszt,
amelynek nincs legkisebb fels6 korlatja.

9.5. Legyen (R, <) egy nemiires rendezett halmaz (egy R halmaz, és rajta egy trichotéom és tranzitiv
kétvaltozos < relacio). Ebben a halmazban a szokasos modon definidljuk az (a,b), [a,00), () stb.
intervallumokat. Egy K C R halmazt nevezziink konvernek, ha minden a,b € K, a < b esetén
[a,b] C K.
a) Mutassuk meg, hogy minden intervallum konvex.
b) Mutassuk meg, hogy a (Z, <) halmazban minden konvex halmaz intervallum.
¢) Mutassuk példat a (Q, <) halmazban olyan konvex halmazra, ami nem intervallum.
d) Igazoljuk, hogy R-ben minden konvex halmaz intervallum.

(e) Mutassuk példat a racionalis tort fiiggvények rendezett testében olyan konvex halmazra, ami
nem intervallum.
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Hazi feladatok

9.6. Igazoljuk a {/a létezését R-ben

(a) a Helly-tétellel (vegyiik az Gsszes olyan korlatos intervallumot, amelynek alsd végpontja egér,
felss végpontja elefant);

(b) Borel fedési tételébdl (lefednek-e az (0, e) és (E, 0o) alaki intervallumok egy bizonyos [eg, Fo)
intervallumot?);

(c) abbol, hogy az {x € R: x > 0, 2¥ < a} halmaz konvex, tehét intervallum.

9.7. Legyen (R, <) egy nemiires rendezett halmaz (egy R halmaz, és rajta egy trichotom és tranzitiv
kétvaltozos < relacio). Egy H C R halmazt nevezziink nyiltnak, ha minden x € H-hoz létezik olyan
I nyilt intervallum, amire x € [ C H. (Az I intervallum lehet végtelen is.)

Keressiink a kovetkezd allitasok kozott ekvivalenseket. Adjunk kozvetlen bizonyitast az (a) = (b),
(a) = (¢), (¢) = (b), (d) = (c) stb. implikaciok koziil minél tébbre, illetve mutassunk ellenpéldat
azokban az esetekben, amikor az implikaci6 nem igaz.

(a) R-ben minden feliilrél korlatos és nem iires halmaznak 1étezik legkisebb fels korlatja.

(b) R-ben minden alulrél korlatos és nem iires halmaznak létezik legnagyobb also kor-
latja.

(c) R-ben igaz a teljességi axioma.

(d) R-ben igaz az 1-dimenzios Helly-tétel.

(e) R minden konvex részhalmaza Osszefiiggs. (Egy H C R halmaz dsszefiggd, ha
tetszéleges A, B C R nyilt halmazok esetén, anelyekre H C (AUB) és ANBNH = 0,
az is igaz, hogy H C A vagy H C B). Egyhalmaz nyilt, ha nyilt intervallumok, nyilt
félegyenesek netan az egész R unioja.)

) R minden intervalluma osszefiiggd.

) R Osszefiiggd.

(h) R minden konvex részhalmaza intervallum.
)

R-ben igaz Borel fedési tétele.

Beadandé6 hazi feladatok
A Teamsben feltoltends vasarnap (okt. 11.) éjfélig

BE9.1. Igazoljuk a {/a létezését R-ben
(a) intervallumfelezéssel;
(b) az egerek szuprémumaéval és a elefantok infimuméaval.

Szorgalmi (irdsban beadhatd, Pedal Medal Pirospontra bevalthato) feladat
A Teamsben feltolthetd okt. 25. éjfélig

PMS9.1. Tetsz6leges x;-re definialjuk rekurzivan az =, = z, (xn + %) sorozatot. Igazoljuk, hogy

pontosan egy olyan x; létezik, amire 0 < x,, < x,41 < 1 barmely n esetén. (IMO 1985/6)

PM9.2. Igazoljuk, hogy ha egy rendezett testben igaz Borel fedési tétele, akkor a testben igaz a
legkisebb felsG korlat tétele.



