
14. Valós analízis gyakorlat, 2020. november 3.

14.1. Mik az alábbi sorozatok torlódási pontjai? Mi a limesz superioruk és limesz inferioruk?

an = n; bn = (−1)n; cn =
{√

2 · n
}

14.2. Bizonyítsd be, hogy torlódási pontok torlódási pontja torlódási pont, avagy, ha c torlódási
pontja a (bk) számsorozatnak, és (bn) minden eleme torlódási pontja az (an) sorozatnak, akkor c
torlódási pontja (an)-nek.

14.3. (a) Igazoljuk, hogy ha (a1, a1, . . .) és (b1, b2, . . .) valós számsorozatok, és ∃n0 ∀n > n0 an ≤ bn,
akkor

lim inf an ≤ lim inf bn és lim sup an ≤ lim sup bn.

(b) Igazoljuk, hogy ha lim sup an < lim inf bn, akkor ∃n0 ∀n > n0 an < bn.
(c) Igaz-e, hogy ha lim sup an ≤ lim inf bn, akkor ∃n0 ∀n > n0 an < bn?

14.4. Mutassuk meg, hogy ha (an) konvergens és (bn) tetsz®leges számsorozat, akkor

lim(an + bn) = lim an + lim bn és lim(an + bn) = lim an + lim bn.

14.5. (a) Bizonyítsuk be, hogy tetsz®leges a1, a2, . . . valós számsorozatra

lim inf
a1 + a2 + · · ·+ an

n
≥ lim inf an és lim sup

a1 + a2 + · · ·+ an
n

≤ lim sup an.

(b) Bizonyítsuk be, hogy ha az a1, a2, . . . valós számsorozatnak létezik (véges vagy végtelen)
határértéke, akkor

lim
a1 + a2 + · · ·+ an

n
= lim an.

Házi feladatok

14.6. Bizonyítsuk be, hogy ha ∀n an > 0 és an → b, akkor n
√
a1a2 . . . an → b.

14.7. Legyen (a1, a1, . . .) és (b1, b2, . . .) két, nemnegatív számokból álló sorozat. Rakjuk sorba nagyság
szerint:

lim an + lim bn; lim an + lim bn; lim an + lim bn; lim an + lim bn; lim(an + bn); lim(an + bn)

Mutssunk példát, amikor ezek mind különböz®k.
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PM14.1. Konstruálj olyan f : R → R függvényt, ami minden intervallumban minden valós értéket
felvesz.


