
15. Valós analízis gyakorlat, 2020. november 4.

15.1. (a) Igazoljuk, hogy ha (a1, a1, . . .) és (b1, b2, . . .) valós számsorozatok, és ∃n0 ∀n > n0 an ≤ bn,
akkor

lim inf an ≤ lim inf bn és lim sup an ≤ lim sup bn.

(b) Igazoljuk, hogy ha lim sup an < lim inf bn, akkor ∃n0 ∀n > n0 an < bn.
(c) Igaz-e, hogy ha lim sup an ≤ lim inf bn, akkor ∃n0 ∀n > n0 an < bn?

15.2. Mutassuk meg, hogy ha (an) konvergens és (bn) tetsz®leges számsorozat, akkor

lim(an + bn) = lim an + lim bn és lim(an + bn) = lim an + lim bn.

15.3. (a) Bizonyítsuk be, hogy tetsz®leges a1, a2, . . . valós számsorozatra

lim inf
a1 + a2 + · · ·+ an

n
≥ lim inf an és lim sup

a1 + a2 + · · ·+ an
n

≤ lim sup an.

(b) Bizonyítsuk be, hogy ha az a1, a2, . . . valós számsorozatnak létezik (véges vagy végtelen)
határértéke, akkor

lim
a1 + a2 + · · ·+ an

n
= lim an.

15.4. a) Hova lettek az irigy törpe színes kövei?
b) Hol volt az irigy törpe pontosan este 10, illetve este 11 órakor?

http://www.komal.hu/cikkek/egyeb/torpe/torpe.h.shtml

15.5. Legyen a1, a2, . . . egy számsorozat. Adjunk meg olyan sorozatot, melynek legalább ezek a
pontok torlódási értékei. Milyen más pontok torlódási értékek még szükségképpen?

Házi feladatok

15.6. Adjunk meg olyan sorozatot, melynek pontosan egy véges s¶r¶södési értéke van, de nem
konvergens.

15.7. Legyen (a1, a1, . . .) és (b1, b2, . . .) két, nemnegatív számokból álló sorozat. Rakjuk sorba nagyság
szerint:

lim an + lim bn; lim an + lim bn; lim an + lim bn; lim an + lim bn; lim(an + bn); lim(an + bn)

Mutssunk példát, amikor ezek mind különböz®k.

Beadandó házi feladat

A Teamsben feltöltend® vasárnap (nov. 8.) éjfélig

BE15.1. Bizonyítsd be, hogy ha ∀n an > 0 és an → b, akkor n
√
a1a2 . . . an → b.
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