
20. Valós analízis gyakorlat, 2020. november 24.

20.1. Igazoljuk az átviteli elvvel is, hogy ha f monoton növekvő az (a, b) intervallumon, akkor
lim
a+0

f = inf
(a,b)

f és lim
b−0

f = sup
(a,b)

f .

20.2. Igazoljuk, hogy ha I intervallum, f : I → R folytonos és injektív, akkor szigorúan monoton.

20.3. (a) Igaz-a a Weierstrass-tétel a racionális számok rendezett testében?
(b) Igaz-a a Weierstrass-tétel, nem zárt, hanem nyílt intervallumon folytonos függvényekre?

20.4. Igazoljuk, hogy minden páratlan fokú, valós együtthatós polinomnak van valós gyöke.

20.5. Vezessük le a Bolzano-Darboux tételt intervallumfelezéssel.

Házi feladatok

20.6. Igazoljuk, hogy ha f : [a, b] → [a, b] folytonos, akkor létezik olyan c ∈ [a, b], amire f(c) = c.
Igaz-e ez az állítás (a, b) → (a, b) függvényekre?

20.7. Bizonyítsuk be, hogy ha egy R → R függvénynek akármilyen kicsi periódusa létezik, és legalább
egy pontban folytonos, akkor konstans.
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PM20.1. Két hegymászó az y = f(x) grafikonú hegyet akarja megmászni, ahol f : [0, 1] → [0, 1]
folytonos függvény, és f(0) = f(1) = 0. Az egyik hegymászó a (0, 0), a másik az (1, 0) pontból
indul. A két hegymászó úgy szeretne találkozni, hogy mászás közben minden pillanatban azonos
magasságban vannak. Sikerülhet-e ez nekik?

(Avagy: léteznek-e biztosan olyan g, h : [0, 1] → [0, 1] folytonos függvények, amelyekre g(0) = 0,
h(0) = 1, g(1) = h(1), és minden x ∈ [0, 1]-re f(g(x)) = f(h(x))?


