
Trigonometrikus és hiperbolikus azonosságok

Trigonometrikus azonosságok

cos2 x+ sin2 x = 1; sin(kπ) = 0; cos(kπ) = (−1)k; sin(kπ +
π

2
) = (−1)k; cos(kπ +

π

2
) = 0;

cos(x+ π) = − cosx; sin(x+ π) = − sinx; cos(x+ 2π) = cos x; sin(x+ 2π) = sinx;

cos(π − x) = − cosx; sin(π − x) = sin x; cos(−x) = cos x; sin(−x) = − sinx;

sin(
π

2
− x) = cos x; sin(

π

2
+ x) = cos x; cos(

π

2
− x) = sinx; cos(

π

2
+ x) = − sinx;

sin(x+ y) = sin x cos y + cosx sin y; sin(x− y) = sinx cos y − cosx sin y;

cos(x+ y) = cos x cos y − sinx sin y; cos(x− y) = cos x cos y + sinx sin y;

sin 2x = 2 cos x sinx; cos 2x = cos2 x− sin2 x = 2 cos2 x− 1 = 1− 2 sin2 x;

tg(x+ y) =
tg x+ tg y

1− tg x tg y
; tg(x− y) = tg x− tg y

1 + tg x tg y
; tg 2x =

2 tg x

1− tg2 x

ctg(x+ y) =
ctg x ctg y − 1

ctg x+ ctg y
; ctg(x− y) = ctg x ctg y + 1

ctg y − ctg x
; ctg 2x =

ctg2 x− 1

2 ctg x

cos2
x

2
=

1 + cos x

2
; sin2 x

2
=

1− cosx

2
; tg

x

2
=

sinx

1 + cos x

cosx cos y =
cos(x+ y) + cos(x− y)

2

sinx sin y =
cos(x− y)− cos(x+ y)

2

sinx cos y =
sin(x+ y) + sin(x− y)

2

sinx+ sin y = 2 sin
x+ y

2
cos

x− y
2

; sinx− sin y = 2 cos
x+ y

2
sin

x− y
2

cosx+ cos y = 2 cos
x+ y

2
cos

x− y
2

; cos x− cos y = −2 sin x+ y

2
sin

x− y
2

Hiperbolikus trigonometrikus azonosságok

chx =
ex + e−x

2
; shx =

ex − e−x

2
; ch2 x− sh2 x = 1

thx =
shx

chx
=
e2x − 1

e2x + 1
=

1− e−2x

1 + e−2x
; cthx =

chx

shx
=
e2x + 1

e2x − 1
=

1 + e−2x

1− e−2x

sh(x+ y) = shx ch y + chx sh y; sh(x− y) = shx ch y − chx sh y;

ch(x+ y) = chx ch y + shx sh y; ch(x− y) = chx ch y − shx sh y;

sh 2x = 2 chx shx; ch 2x = ch2 x+ sh2 x = 2 ch2 x− 1 = 1 + 2 sh2 x;

th(x+ y) =
thx+ th y

1 + th x th y
; th(x− y) = thx− th y

1− thx th y
; th 2x =

2 thx

1 + th2 x

cth(x+ y) =
1 + cthx cth y

cthx+ cth y
; cth(x− y) = 1− cthx cth y

cthx− cth y
; cth 2x =

cth2 x+ 1

2 cthx

ch2 x

2
=

chx+ 1

2
; sh2 x

2
=

chx− 1

2
; th

x

2
=

shx

chx+ 1
=

chx− 1

shx
; cth

x

2
=

chx+ 1

shx
=

shx

chx− 1

ar shx = log
(
x+
√
x2 + 1

)
; ar chx = log

(
x+
√
x2 − 1

)
;

ar thx =
1

2
log

1 + x

1− x
; ar cthx =

1

2
log

1− x
1 + x

...



22. Valós analízis gyakorlat, 2020. december 1.

22.1. Igazoljuk, hogy x 6= kπ esetén

cosx+ cos 3x+ cos 5x+ . . .+ cos(2n− 1)x =
sin 2nx

2 sinx
.

22.2. Fejezzük ki sinx-et és cosx-et csak tg x-szel.

22.3. Legyen I ⊂ R intervallum. Az f : I → R függvény gyengén konvex, ha bármely x, y ∈ I esetén

f

(
x+ y

2

)
≤ f(x) + f(y)

2
. A függvény gyengén szigorúan konvex, ha bármely x, y ∈ I, x 6= y esetén

f

(
x+ y

2

)
<
f(x) + f(y)

2
.

(a) Igazoljuk, hogy ha f gyengén konvex, és minden korlátos zárt intervallumon felülről korlátos,
akkor konvex.

(b) Igazoljuk, hogy ha f konvex és gyengén szigorúan konvex, akkor szigorúan konvex.

22.4. Igazoljuk, hogy bármely a > 0, a 6= 1 számra az ax függvény szigorúan konvex.

22.5. (a) Igazoljuk, hogy a [0, π] intervallumban a sinx függvény szigorúan konkáv.

(b) Igazoljuk, hogy a
[
0,
π

2

)
intervallumban a tg x függvény szigorúan konvex.

Házi feladatok

22.6.
sinx+ sin 2x+ sin 3x+ . . .+ sinnx =?

22.7. (a) Fejezzük ki sinx-et és cosx-et csak tg
x

2
-vel.

(b) Fejezzük ki sinx-et és cosx-et csak ctg
x

2
-vel.

Szorgalmi (írásban beadható, Pedál Medál Pirospontra beváltható) feladat
A Teamsben feltölthető dec. 20. éjfélig

PM22.1. Létezik-e olyan folytonos f : R→ R függvény, aminek grafikonja semmilyen nem elfajuló
intervallumban nem rektifikálható?


