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1. Komplex differenciálhatóság
Komplex számok. Komplex sík. A komplex sík geometriai transzformációi. Határérték8-ben. Riemann-
gömb. Komplex differenciálhatóság, geometriai jelentés. Cauchy–Riemann-egyenletek. Holomorf függ-
vény. Egészfüggvény. Az inverzfüggvény differenciálási szabálya.

Komplex számok
Ezeket mind tudjuk algebrából, geometriából, esetleg középiskolából és versenyekről.

• A komplex számokat úgy kapjuk, hogy a valós számok testét bővítjük i-vel, ami az x2 “ ´1
egyenlet gyöke, vagyis C “ Rpiq.

• A z komplex szám algebrai alakja z “ x ` yi, ahol x, y P R; x “ Re z és y “ Im z a z valós,
illletve képzetes része. (Tehát a képzetes rész is valós.)

• Az x, y betűket szeretjük fenntartani a valós és képzetes résznek, ezért komplex számok jelölé-
sére inkább más betűket fogunk használni, főleg a z-t, de gyakran előfordul z.w.ζ, ξ, ω stb.

• z̄ “ x´ yi a z konjugáltja, |z| “
?
x2 ` y2 a z abszolút értéke vagy hossza, és persze |z|2 “ zz̄.

• z ‰ 0 kompex szám trigonometrikus alakja z “ rpcosϕ ` i sinϕq, ahol r “ |z|, ϕ “ arg z a z
argumentuma.

• Az argumentum csak modulo 2π egyértelmű; úgy is mondhatjuk, hogy a pR,`q{2πZ faktor-
csoportnak eleme.

• A trigonometrikus alakkal szép a szorzás, az osztás, az egész kitevős hatványozás és a gyökvonás,
mert |z1z2| “ |z1| ¨ |z2| és argpz1z2q “ arg z1 ` arg z2

• A két valós koordináta miatt a komplex számokat a sík (R2) pontjaival szeretjük azonosítani.

• A topológia a szokásos, ugyanaz, mint R2-ben:

– környezetek, nyílt és zárt halmazok, összefüggőség
– számsorozatok és sorok konvergencája
– függvények határértéke, folytonosság, egyenletes folytonosság
– függvénysorozatok és -sorok pontonkénti és egyenletes konvergencája, konvergenciakrité-

riumok
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Hasonlósági transzformációk

• z ÞÑ z ` b: eltolás a b vektorral

• z ÞÑ z: tükrözés a valós tengelyre

• z ÞÑ ´z középpontos tükrözés a 0-ra

• z ÞÑ a ¨ z forgatva nyújtás a 0 körül; aránya |a|, szöge arg a.

• ezek kombinációi:

– a ¨ z ` b (irányítástartó)
– a ¨ z ` b (irányításváltó)

Példa

Írjuk fel képlettel a képzetes tengelyre való tükrözést.

1. megoldás: A képzetes tengelyt a valós tengelyre forgatjuk, tükrözünk, visszaforgatunk:

z ÞÑ ´i ¨ z ÞÑ ´i ¨ z ÞÑ i ¨ p´i ¨ zq “ ´z.

2. megoldás: A képletet fpzq “ az ` b alakban keressük. Két pont képe meghatározza a, b-t.
Pl. fp0q “ 0, fp1q “ ´1. Megoldva a “ ´1, b “ 0, tehát fpzq “ ´z.
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Két fontos függvény: 1{z és 1{z
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, arg 1

z
“ ´ arg z, arg 1

z
“ arg z

• 1
z
: inverzió az egységkörvonalra

• 1
z
: tükrözött inverzió

Riemann-gömb

A síkot 1 db, 8 nevű ponttal kompaktifikáljuk. Nincs minden irányhoz külön végtelen, összesen csak
egy végtelen van. z Ñ 8 és |z| Ñ 8 ugyanazt jelenti.

Elnevezések

• "tartomány": nemüres, összefüggő, nyílt része C-nek

• "egységkör": D “ tz P C : |z| ă 1u

• "zárt egységkör": D “ tz P C : |z| ď 1u

• "egységkörvonal": tz P C : |z| “ 1u

• "(egyváltozós) komplex függvény": C egy részhalmazáról képez C-be

Komplex differenciálhatóság
Definíció

Tfh. f komplex függvény, Bpa, r0q Ă Dpfq.

Az f differenciálható a-ban, ha lim
zÑa

fpzq ´ fpaq

z ´ a
létezik és véges; a jele f 1paq.

A szokásos ekvivalens átírások:

fpzq “ fpaq ` f 1paq ¨ pz ´ aq ` o
�

|z ´ a|
�

,

fpzq “ fpaq ` f 1paq ¨ pz ´ aq ` εpzq ¨ pz ´ aq vagy
fpzq “ fpaq ` f 1paq ¨ pz ´ aq ` εpzq ¨ |z ´ a|

(lima ε “ 0, vagy ε folytonos a-ban és εpaq “ 0)
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Triviális

Ha f differenciálható az a pontban, akkor f folytonos a-ban.

Geometriai jelentés, következmények

Feltéve, hogy f 1paq ‰ 0:
fpzq ´ fpaq “ f 1paq ¨ pz ´ aq

looooooomooooooon

forgatva nyújtás

` ε ¨ |z ´ a|
loooomoooon

zaj

• szögtartó

• irányítástartó

• kicsiben körtartó (kicsi kör képe kicsi kb. kör)

Kicsi körvonal képe arányosan kicsi körvonal+zaj. Ha f 1paq “ 0, akkor csak zaj...

Tétel (differenciálási szabályok)

A valós függvényekre tanult differenciálási szabályok komplexben is érvényesek:

• c1 “ 0, z1 “ 1

• pc ¨ fq1 “ c ¨ f 1

• pf ` gq1 “ f 1 ` g1

• pf ¨ gq1 “ f 1 ¨ g ` f ¨ g1

•
�

f

g


1

“
f 1 ¨ g ´ f ¨ g1

g2

• fpgpzqq1 “ f 1pgpzqq ¨ g1pzq.

A bizonyítás betűről betűre ugyanaz, mint valósban.

Tétel (inverzfüggvény differenciálási szabálya, 0. változat)

Tfh. fpzq differenciálható a-ban, fpaq “ b, és f 1paq ‰ 0;
gpwq értelmes b egy környezetében, ott fpgpwqq “ w, gpbq “ a és g folytonos b-ben.
Ekkor g differenciálható b-ben, és g1pbq “ 1

f 1paq
.

Bizonyítás. A z “ gpwq helyettesítéssel, ha w Ñ b, akkor z “ gpwq Ñ gpbq “ a, fpzq “
fpgpwqq “ w Ñ b “ fpaq,

lim
wÑb

gpwq ´ gpbq

w ´ b
“ lim

zÑa

z ´ a

fpzq ´ fpaq
“

1
f 1paq

.

Jó kérdés, hogy tényleg szükség van-e g folytonosságára, vagy csak az előadó ügyetlen.
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Példa

Hol differenciálható az fpzq “ z függvény?

lim
zÑa

fpzq ´ fpaq

z ´ a
“ lim

zÑa

z ´ a

z ´ a
“?

vagy,

z “ a` rpcosϕ` i sinϕq-vel fpzq ´ fpaq

z ´ a
“
rpcosϕ´ i sinϕq
rpcosϕ` i sinϕq “ cos 2ϕ` i sin 2ϕ

a hossza egységnyi, az iránya 2ϕ, bármi lehet. Nincs határérték; z sehol sem differenciálható.

z nem is irányítástartó.
Két tükrözés együtt éppen visszafordítja az irányítást.

Hasznos trivialitás

Ha az fpzq függvény differenciálható az a pontban, akkor a

gpwq “ fpwq

függvény differenciálható az a pontban és g1paq “ f 1paq.

Bizonyítás.

lim
wÑa

gpwq ´ gpaq

w ´ a
“ lim

zÑa

fpzq ´ a

z ´ a
“ lim

zÑa

�

fpzq ´ a

z ´ a




“ lim
zÑa

fpzq ´ a

z ´ a
“ f 1paq.

Mi a diff.hatóság definíciója, ha a függvényt kétváltozós, R2-be képező függvénynek tekintjük?

Tétel (Cauchy-Riemann egyenletek)

Legyen fpx` yiq “ upx, yq ` vpx, yqi (u, v valós értékűek).
Az f akkor és csak akkor differenciálható az a` bi pontban, ha u és v valós értelemben differen-

ciálható az pa, bq pontban,

Bu

Bx
pa, bq “

Bv

By
pa, bq és Bu

By
pa, bq “ ´

Bv

Bx
pa, bq

avagy, az
�

u

v




leképezés Jacobi-mátrixa az pa, bq pontban
�

c ´d
d c




“ R ¨

�

cosϕ ´ sinϕ
sinϕ cosϕ




alakú.

Bizonyítás. Elég a “ b “ 0-ra bizonyítani. (r “
?
x2 ` y2; c, d P R). Ezek ekvivalensek:

• f 1p0q “ c` di “ Rpcosϕ` i sinϕq

• f
�

x` yi
�

´ fp0q “ pc` diqpx` yiq ` oprq

•
�

upx, yq ` vpx, yqi
�

´
�

up0, 0q
�

` vp0, 0qi
�

“ pcx´ dyq ` pdx` cyqi` oprq

• upx, yq ´ up0, 0q “ cx´ dy ` oprq és vpx, yq ´ vp0, 0q “ dx` cy ` oprq

• u és v diffható p0, 0q pontban, c “
Bu

Bx
p0, 0q “ Bv

By
p0, 0q és d “ ´

Bu

By
p0, 0q “ Bv

Bx
p0, 0q
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Definíció

• fpzq az a pontban "holomorf", vagy "reguláris", ha az a egy környezetében differenciálható.

• fpzq a D tartományon "holomorf", vagy "reguláris", ha D minden pontjában differenciálható.

• fpzq "egészfüggvény", ha az egész síkon holomorf.

• OpDq a holomorf D Ñ C függvények rendszere (vektortere).

Következmény

Tegyük fel, hogy f holomorf a D tartományon.
Ha Re f vagy Im f konstans, vagy ha f 1 ” 0, akkor f konstans.
Bizonyítás. Legyen f “ u` vi. Ha u “ Re f vagy v “ Im f konstans, akkor a Cauchy-Riemann

egyenletek szerint f 1 “ ux ´ uyi ” 0, illetve f 1 “ vy ` vxi ” 0.
Ha f 1 ” 0, akkor fx ” fy ” 0, így minden vízszintes és függőleges szakaszon f konstans. A D

bármely két pontja összeköthető ilyen szakaszokkal.

Feladat

Legyen upx, yq “ ex cos y. Írjuk fel az összes olyan vpx, yq függvényt, amelyre
x` yi ÞÑ upx, yq ` vpx, yqi

egészfüggvény.

Megoldás: A Cauchy-Riemann egyeletekből
vx “ ´uy “ ex sin y, vy “ ux “ ex cos y.

Legyen C “ vp0, 0q.
vpx, yq “ vp0, 0q `

�

vpx, 0q ´ vp0, 0q
�

`
�

vpx, yq ´ vpx, 0q
�

“

“ C `

» x

0
vxpξ, 0q dξ `

» y

0
vypx, ζq dζ “ C `

» x

0
0 dξ `

» y

0
ex cos ζ dζ “ C ` ex sin y.

Ellenőrizni kell, hogy tényleg teljesülnek a Cauchy-Riemann egyenletek.

Mercator-térképek

Nem egyenes- és nem aránytartó, viszont szög- és kicsiben körtartó.
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Leképezés komplex függvényekkel

Egy Van Gogh képpel és a tülörképeivel kicsempézték a síkot, és alkalmaztak rá egy holomorf függ-
vényt.

Leképezés komplex függvényekkel

Ugyanaz, csak Rembranttal (éjjeli őrjárat)

7
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2. Hatványsorok
Hatványsor konvergenciája. Differenciálhatóság. Cauchy-Hadamard tétel. Taylor-együttható, egyértel-
műség. Analitikus függvények.

Hatványsorok
c körüli hatványsor

8
‚

n�0
anpz ´ cq

n
pc, an P C; 00

“ 1q

Példák

•
°8

n�1
zn

nn
az egész síkon konvergens

•
°8

n�1 n
npz ´ 2qn csak a z “ 2 pontban konvergens

•
°8

n�0 z
n az egységkör belsejében konvergens, a körvonalon és kívül divergens

•
°8

n�1
pz ` 1qn
n2 a ´1 középpontú zárt egységkörlemezen konvergens, kívül divergens

•
°8

n�1
zn

n
a zárt egységkörlemezen konvergens, kivéve a z “ 1 pontot

Tétel

• A
8
‚

n�0
anpz´ cq

n hatványsor konvergenciahalmaza egy c középpontú körlemez, a sugarát hívjuk

a sor konvergenciasugarának. A konvergenciasugár lehet 0 és 8 is.

• A körlemez belsejében a sor abszolút konvergens, külsejében divergens; a határon sokféle eset
előfordulhat.

• Bármilyen, kisebb sugarú körlemezen a sor egyenletesen konvergens.

Ezt szeretjük, mert abszolút konvergens sorokkal mindenféle machinációt szabadon elkövethetünk,
az egyenletes konvergencia pedig jól jön, ha majd integrálni akarunk.

Cauchy–Hadamard tétel

A
8
‚

n�0
anpz ´ cq

n hatványsor konvergenciasugara

R “
1

lim sup n
a

|an|
.

(Ha a lim sup értéke 0, akkor a konvergenciasugár végtelen.)
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Bizonyítás. Elég c “ 0-ra.

(a) Ha z az R sugarú körlemez külsejében van, vagyis |z| ą R, ak-
kor lim sup n

a

|an| ą
1
|z|
. Emiatt végtelen sok olyan n index van, amelyre

n
a

|an| ą
1
|z|
. Az ilyen n-ekre n

a

|an| ¨ |z| ą 1, tehát |anzn| ą 1. Akkor
viszont a sor tagjai nem tartanak 0-hoz, a sor nem lehet konvergens.

(b) Válasszunk most egy tetszőleges 0 ă r ă R sugarat, és vizsgáljuk a sort az r sugarú zárt
körlemezen. Legyen 1

R
ă m ă 1

r
.

Mivel lim sup n
a

|an| “
1
R
ă m, elég nagy n esetén n

a

|an| ă m. Akkor pedig bármely z ď r-
re |anzn| ă mnrn “ pmrqn, a hatványsor egyenletesen majorálható a

°

pmrqn konvergens mértani
sorral. Tehát, a Weierstrass-kritérium szerint az r sugarú zárt körlemezen a sor egyenletesen abszolút
konvergens.

Ez bármely r ă R esetén elmondható, tehát a sor a R sugarú kör belsejében abszolút konvergens.

Tétel

Tegyük fel, hogy az fpzq “
8
°

n�0
anpz ´ cq

n hatványsor konvergenciasugara R.

(a) A tagonkénti deriváltakból álló
8
°

n�1
nanpz ´ cq

n�1 konvergenciasugara is R.

(b) A konvergenciakör belsejében f differenciálható.

(c) A konvergenciakör belsejében f 1pzq “
8
°

n�1
nanpz ´ cq

n�1, vagyis szabad tagonként deriválni.

�

8
‚

n�0
anpz ´ cq

n

�1

“

8
‚

n�1
nanpz ´ cq

n�1.

Bizonyítás. (a):
8
°

n�1
nanpz´ cq

n�1 konvergenciasugara ugyanaz, mint
8
°

n�1
nanpz´ cq

n konvergen-
ciasugara, ami

1
lim sup n

a

|nan|
“

1
lim sup

�

n
?
n

loomoon

Ñ1

n
a

|an|
	 “

1
lim sup n

a

|an|
“ R.

Bizonyítás. (b,c): Ismét c “ 0; z tetszőleges pont a körön belül, és |z| ă r ă R.
Tudjuk, hogy az

°

n|an|r
n�1 sor konvergens.

Csak olyan w számokat fogunk használni, amelyekre |w| ă r.

fpwq ´ fpzq

w ´ z
“

8
‚

n�1
an
wn ´ zn

w ´ z
“

8
‚

n�1
an
�

wn�1
` wn�2z ` . . .` zn�1�. p˚q

Az n-edik tag az an ¨ nzn�1 számhoz tart. Jó lenne a szummát és a tagonkénti határértéket
felcserélni.
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Legyen ε ą 0 tetszőleges. Ehhez van olyan N , hogy
8
‚

n�N�1
n|an|r

n�1
ă

ε

4. Ezekhez van olyan

0 ă δ ă r ´ |z|, hogy w P Bpz, δq és 1 ď n ď N esetén
�

�

�
an
�

wn�1 ` . . .` zn�1�´ nanz
n�1

�

�

�
ă ε

2N , így
�

�

�

�

�

fpwq ´ fpzq

w ´ z
´

8
‚

n�1
nanz

n�1

�

�

�

�

�

“

�

�

�

�

�

8
‚

n�1
an

�

wn�1
` . . .` zn�1

´ nzn�1
	

�

�

�

�

�

ď

ď

N
‚

n�1

�

�

�
an
�

wn�1
` . . .` zn�1�

´ nanz
n�1

�

�

�
`

8
‚

n�N�1
|an| ¨ 2nrn�1

ă N ¨
ε

2N ` 2 ¨ ε4 “ ε.

Alternatív befejezés:
A p˚q sort dominálja az

°

n|an|r
n�1 konvergens sor, mert

�

�

�
an
�

wn�1 ` . . .` zn�1�
�

�

�
ď |an| ¨ nr

n�1.
A dominált konvergencia tétel miatt az összeg és a w Ñ z határérték felcserélhető:

lim
wÑz

fpwq ´ fpzq

w ´ z
“ lim

wÑz

8
‚

n�1
an
�

wn�1
` wn�2z ` . . .` zn�1�

“

“

8
‚

n�1
lim
wÑz

�

an
�

wn�1
` wn�2z ` . . .` zn�1�

	

“

8
‚

n�1
an ¨ nz

n�1.

Következmények

fpzq “
8
‚

n�0
anpz ´ cq

n

• fpzq a konvergenciakör belsejében holomorf.

• fpzq a konvergenciakör belsejében akárhányszor differenciálható.

• ak “
f pkqpcq

k! .

• A hatványsor egyértelmű: Ha
8
°

n�0
anpz´ cq

n “
8
°

n�0
bnpz´ cq

n a c pont egy környezetében, akkor
an “ bn minden n-re.

Példa

fpzq “ 1` z ` z2
` z3

` . . . “
1

1´ z pz P Dq

Nézetre emelve:

fpzq2 “
1

p1´ zq2 “
�

8
‚

n�0
zn

��

8
‚

m�0
zm

�

“

8
‚

k�0

‚

m�n�k

zk “
8
‚

k�0
pk ` 1qzk

Deriválva:

f 1pzq “
1

p1´ zq2 “
�

8
‚

n�0
zn

�1

“

8
‚

n�0
pznq1 “

8
‚

n�1
nzn�1
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Idézet
– Akarsz egy analízist hallani?
– Mi?... Ez megint olyan, mint az álomkór.
– Az analízis aprólékos elemzése valaminek, amit csak részleteiből érthetünk meg.
Valaki nyomban a fivérem távozása után belépett Helena Aldingtonhoz. Ott találta
Tom Leven kalapját, és leszúrta a nőt, tudva azt, hogy mindenki Tomot fogja
gyanúsítani. Erről mi a véleményed?
– Szerintem az analízis olyan dolog, amit meg lehet fogni a gyilkos helyett, de nem
lehet felakasztani. Hogy én is mondjak egy analízist: kinek állt érdekében elintézni
a fivéredet, és megölni a nőt? Talán annak az embernek, aki a nő útján a fivéredtől
ellopta a találmányt.
– Bravó! Ez nagyon jó analízis. Mindenesetre, ha tudnánk, hogy ki nyújtotta be
azt a hasonló találmányt, talán közelebb járnánk az ügy megoldásához. Ha nem is
ő ölte meg Helena Aldingtont, talán valaki, aki az ő személyével összefügg. Mi a
véleményed?
–– Hogy elég már az analízisen rágódni, menjünk inkább a büfébe.

(Rejtő: Elveszett cirkláló)
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3. Elemi függvények
Exponenciális, logaritmus és trigonometrikus függvények. A logaritmus és a hatványfüggvény értelme-
zésének problémái, többértékű függvény holomorf ága.

Elemi függvények definíciói
A valós hatványsorokat kiterjesztjük komplexre:

Definíció

ez “ exp z “
8
‚

n�0

zn

n! “ 1` z ` z2

2! `
z3

3! `
z4

4! `
z5

5! `
z6

6! ` . . .

cos z “
8
‚

k�0
p´1qk z2k

p2kq! “ 1´ z2

2! `
z4

4! ´
z6

6! ´
z8

8! `´ . . .

sin z “
8
‚

k�0
p´1qk z2k�1

p2k ` 1q! “ z ´
z3

3! `
z5

5! ´
z7

7! ´
z9

9! `´ . . .

Ezek az egész síkon konvergensek.

tg z “ sin z
cos z , ctg z “ cos z

sin z

Tétel (exp z tulajdonságai)

(a) pezq1 “ ez; (b) ez “ ez; (c) ez�w “ ez ¨ ew

Bizonyítás. (a,b) trivi a hatványsorból. (c):

ez�w “
8
‚

n�0

1
n!pz ` wq

n
“

8
‚

n�0

1
n!

�

n
‚

k�0

�

n

k




zkwn�k

�

“

8
‚

n�0

1
n!

�

n
‚

k�0

n!
k!pn´ kq!z

kwn�k

�

“

“

8
‚

n�0

n
‚

k�0

zk

k! ¨
wn�k

pn´ kq! “
8
‚

k�0

8
‚

n�k

zk

k! ¨
wn�k

pn´ kq! “
�

8
‚

k�0

zk

k!

�

¨

�

8
‚

m�0

wm

m!

�

“ ez ¨ ew.

Alternatív bizonyítás: Rögzítjük a s “ z ` w számot. Legyen fpzq “ ez ¨ es�z.

f 1pzq “ pez ¨ es�zq1 “ pezq1 ¨ es�z ` ez ¨ pes�zq1 “ ez ¨ es�z ` ez ¨ p´es�zq “ 0.
f konstans, fpzq “ fp0q “ es.

Tehát ez ¨ ew “ ez ¨ es�z “ es “ ez�w.

Tétel

• eiz “ cos z ` i sin z, e�iz “ cos z ´ i sin z

• ex�yi “ ex ¨ pcos y ` i sin yq; ez ‰ 0; |ez| “ eRe z, arg ez ” Im z pmod 2πq

• ez periodikus 2πi szerint

• cos z “ eiz ` e�iz

2 ; cospx` yiq “ ey ` e�y

2 cosx` ie
�y ´ ey

2 sin x

• sin z “ eiz ´ e�iz

2i sinpx` yiq “ ey ` e�y

2 sin x` ie
y ´ e�y

2 cosx
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• cos z és sin z periodikus 2π szerint

• pcos zq1 “ ´ sin z, psin zq1 “ cos z

• A megszokott trigonometrikus azonosságok érvényesek

Bizonyítás.

eiz “ 1` iz ` pizq
2

2! `
pizq3

3! `
pizq4

4! `
pizq5

5! `
pizq6

6! `
pizq7

7! `
pizq8

8! `
pizq9

9! ` . . .

“

�

1´ z2

2! `
z4

4! ´
z6

6! `
z8

8! ´` . . .



` i

�

z ´
z3

3! `
z5

5! ´
z7

7! `
z9

9! ´` . . .



“ cos z ` i sin z

Például
cos z ¨ cosw ´ sin z ¨ sinw “

“
ezi ` e�zi

2 ¨
ewi ` e�wi

2 ´
ezi ´ e�zi

2i ¨
ewi ´ e�wi

2i “

“
pezi ` e�ziqpewi ` e�wiq ` pezi ´ e�ziqpewi ´ e�wiq

4 “

“
epz�wqi ` e�pz�wqi

2 “ cospz ` wq.

A többi azonosságot ugyanígy lehetne ellenőrizni.

Víszszintes egyenes képe félegyenes, függőleges egyenes képe kör, sáv képe szögtarto-
mány
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Határértékek, ha y Ñ �8

y Ñ �8 y Ñ �8

eiz � e� y� xi 0 8

e� iz � ey� xi �
1

eiz
8 0

cosz�
eiz � e� iz

2
8 8

sinz�
eiz � e� iz

2i
8 8

tg z� � i
e2iz � 1
e2iz � 1

� � i
1 � e� 2iz

1 � e� 2iz
i � i

ctg z� i
e2iz � 1
e2iz � 1

� i
1 � e� 2iz

1 � e� 2iz
� i i

Komplex logaritmus?

Rózsaszín¶ álom
Olyan logz függvényt szeretnénk, amelyrez � 0 esetén

z � elog z;

vagyis
|z| �

�
�elog z

�
� � eRe log z és argz � argelog z � Im log z;

vagyis
Replogzq � logloomoon

valós log

|z| és Implogzq � argz

... öö ... és még di�erenciálható is legyen (de legalább folytonos).

Az argumentumot nem tudjuk folytonosan értelmezni az egészCzt0u síkon.

ˆ Próbálkozhatunk többérték¶ függvénnyel, minden nemnulla számnak végtelen sok logaritmusa
lesz

ˆ Vagy minden számhoz csak egyetlen értéket választunk, de akkor cserébe nem minden számnak
lesz logaritmusa.

Milyen D tartományokon létezik logaritmusfüggvény?

ˆ Szemléletesen, ha a tartomány (vagy a tartományban egy zárt görbe) "megkerüli" a0-t, akkor
nem létezikargz-nek éslogz-nek folytonos ágaD-n.

ˆ Ha a tartomány "nem kerüli meg" a0-t, akkor létezik D-n folytonos argumentum- és logarit-
musfüggvény.
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A jöv® héten megvizsgáljuk precízebben.

De�níció

A logaritmus "f®értéke": Nem értelmezzük a nempozitív valós helyeken.

logz � logloomoon
valós log

|z| � i � argz; � �   argz   �

Tétel

Ha a D tartományon létezik a logz-nek folytonos ága, akkor ez holomorf is, ésplogzq1 �
1
z

.

Bizonyítás. Legyenb P D tetsz®leges ésa � logb. Az inverz függvény di�erenciálási szabálya
m¶ködik: ea � b, logb � a, ew di�ható és a deriváltja nem 0, továbbá logz folytonos b-ben. Tehát,

plogzq1
�
�
�
z� b

�
1

pewq1
�
�
w� a

�
1
ea

�
1
b
:

A logaritmus azonosságai

A valós számkörben érvényeslogpabq � loga � logb azonosság nem marad érvényes, hiszen magát
a logaritmust is csak modulo2�i értelemben ismerjük, tehát komplexben legfeljebb csak annyit
mondhatunk, hogy

logpabq � loga � logb pmod 2�i q:

Amikor a logaritmus egy holomorf ágát vesszük egy speciális halmazon, akkor a végtelen sok lehet-
séges érték közül ragadunk ki egyet. Bármilyen logaritmus ágat (vagy ágakat) választunk is, lesznek
olyan esetek, amikorloga, logbéslogpabqközül valamelyik nem értelmezett, de még ha értelmesek is,
akkor is lehetnek olyana; bpárok, amikor logpabqésloga� logb nem ugyanaz, hanem a különbségük
2�i -nek valamilyen többszöröse.

Konkrét példák:

ˆ Ha a logaritmus f®értékét vesszük, akkor

� a nempozitív helyeken nincs értelme a logaritmusnak, így példáullogp� 1q � p logiq2 bal-
oldala nem értelmes;
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� például az a � b � e2�i {3 esetben az argumentum "túlcsordul":loga � logb � 4�i
3 , míg

logpabq � � 2�i
3 .

ˆ Ha a logaritmus f®értékéhez100�i -t hozzáadunk, az is egy logaritmus ág, és példáullog 12 �
log 1� log 1� 100�i .

Hatványozás? Mennyi legyen ab?

ab � exp
�
b� ploga � k � 2�i q

�
?

ˆ Az egész kitev®s hatványokkal nincs gond; hab P Z, akkor loga minden értéke ugyanazt a
hatvány értéket adja.

ˆ Racionális, de nem egész kitev® esetén véges sok lehetséges érték lehet, például minden komplex
számnak két négyzetgyöke van; irracionális kitev® esetén végtelen sok érték létezik.

ˆ Fix alap eseténloga különböz® értékei különböz®az � exp
�
z � logaq függvényeket adnak.

ˆ Megállapodás: haa �x pozitív valós, akkor a valós érték¶ logaritmust vesszük, ezzel a valós
exponenciális függvényeket terjesztjük ki.

ˆ Ha egy tartományon léteziklogf pzq-nek holomorf ága, akkor a logaritmus mindegyik ágából
kapunk egy-egy lehetségesf pzqgpzq � exp

�
gpzq �logf pzq

�
függvényt, ezek közül választhatunk.

A hatványozás azonosságai

Rögzített alap esetén érvényben maradnak azaz� w � az � aw ésaz� w � az{aw azonosságok, és ezek
következményeként egészn számok esetén azpazqn � anz is, mert mindig ugyanannak az alapnak
ugyanazt a logaritmusát vesszük:

az� w � epz� wq�log a � ez�log a� wqcdot log a � ez�log a � ew�log a � az � aw

és

az� w � epz� wq�log a � ez�log a� wqcdot log a �
ez�log a

ew�log a
�

az

aw
:

Pozitív valós alapok esetén azpabqz � az �bz azonosság is érvényes marad, mert a megállapodásunk
szerint mindhárom alapnak a valós logaritmusát használjuk, és ott érvényes alogpabq � loga � logb
azonosság:

pabqz � ez�logpabq � ez�plog a� log bqq � ez�log a� z�log bq � ez�log a � ez�log bq � az � bz:

Vegyes komplex alapok, esetén óvatosan kell eljárnunk, a valósból ismert képletek csak akkor
maradnak érvényesek, ha mindenhol a megfelel® logaritmusokat választjuk.
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Mercator-térkép, újra

sztereogra�kus vetület a Déli
sarkból (szög-, kör- és

irányítástartó)

i � logz
ÝÑ

e� iz

ÐÝ

Mercator-térkép
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4. Komplex vonalintegrálok

Rekti�kálható folytonos görbén vett folytonos függvény vonalintegrálja. Átírás Riemann-Stieltjes integrá-
lokkal. Átírás Riemann-integrállá, ha a görbe folytonosan di�erenciálható. Átparaméterezés, additivitás,
linearitás. Triviális fels® becslés. Helyettesítéses integrálás. Newton-Leibniz formula.

Folytonos görbék

Lényegében ugyanúgy, mintR2-ben

De�níció

ˆ Görbe: 
 : ra; bs Ñ C, t ÞÑxptq � yptqi , 9
 � 9x � 9yi

ˆ Folytonos, di�ható, folytonosan di�ható stb., ha 
 ptq, illetve xptq és yptq folytonos, di�ható,
folytonosan di�ható stb.

ˆ A görbe hossza a beírt töröttvonalak hosszának szuprémuma:`p
 q � sup
! ° n

j � 1

�
�
 pt j q �


 pt j � 1q
�
� : a � t0   t1   : : :   tn � b

)
. A görbe rekti�kálható, ha a hossza véges

ˆ Átparaméterezés:h : rc; ds Ñ ra; bs szig. mon. növ® bijekció; az új görbe
 � h

ˆ A görbe megfordítása:h : rc; ds Ñ ra; bs szig. mon. csökken® bijekció; az új görbe
 � h

Trivi:

ˆ Folytonos görbe átparaméterezései is folytonosak.

ˆ A görbe hossza nem függ a paraméterezést®l.

Komplex vonalintegrál

Defínció

Legyen
 : ra; bs Ñ C folytonos görbe,ésf pzq olyan komplex függvény, amely értelmes
 pontjain.
Az f pzq függvény komplex vonalintegrálja a
 görbén azI P C szám, ha minden" ¡ 0-hoz van

olyan � ¡ 0, hogy azra; bs paraméterintervallum bármely, � -nál �nomabb a � t0   t1   : : :   tn � b
felosztására és� j P rt j � 1; t j s pj � 1; 2; : : : ; nq paraméterértékekre

�
�
�
�
�

n¸

j � 1

f
�

 p� j q

�
�
�

 pt j q � 
 pt j � 1q

�
� I

�
�
�
�
�
  ":

Jele:
³


 f pzqdz,
³


 f
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Tétel

(a) Ha 
 rekti�kálható folytonos görbe, ésf folytonos, akkor a
³


 f pzqdz vonalintegrál létezik.

(b) Ha 
 : ra; bs Ñ C szakaszonként folytonosan di�erenciálható, ésf folytonos, akkor
³


 f pzqdz �
³b

a f p
 ptqq �9
 ptqdt.

Bizonyítás. Legyen
 � x � yi ésf � u � vi. (a) Az integráközelít® összeg
n¸

j � 1

�
u

�

 p� j q

�
� v

�

 p� j qi

	

looooooooooooomooooooooooooon
f p
 p� j qq

�
� �

xpt j q � xpt j � 1q
�

�
�
ypt j q � ypt j � 1q

�
i
	

looooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooon

 pt j q� 
 pt j � 1q

�

�
n¸

j � 1

u
�

 p� j q

�
�
�
xpt j q � xpt j � 1q

�
� i

n¸

j � 1

u
�

 p� j q

�
�
�
ypt j q � ypt j � 1q

�

� i
n¸

j � 1

v
�

 p� j q

�
�
�
xpt j q � xpt j � 1q

�
�

n¸

j � 1

v
�

 p� j q

�
�
�
ypt j q � ypt j � 1q

�
:

Ez a négy összeg az
³b

a up
 ptqqdxptq, az
³b

a up
 ptqqdyptq, az
³b

a vp
 ptqqdxptq, illetve az
³b

a vp
 ptqqdyptq
Riemann-Stieltjes integrál egy-egy közelít® összege.

Az u� 
 stb. integrandusok folytonosak, axptq; yptqintegrátorok korlátos változásúak, tehát mind
a négy RS integrál létezik.

Ha a felosztás elég �nom, akkor mind a négy közetít® összeg"{4-nél közelebb lesz a megfelel® RS
integrálhoz. Tehát a vonalintegrál is létezik, és

»



f pzqdz �

» b

a
up
 ptqqdxptq � i

» b

a
up
 ptqqdyptq � i

» b

a
vp
 ptqqdxptq �

» b

a
vp
 ptqqdyptq:

(b) Ha xptq ésyptq is szakaszonként folytonosan di�erenciálható, akkor mind a négy RS integrál
átírható Riemann-integrállá, pl.

³b
a up
 ptqqdxptq �

³b
a up
 ptqq9xptqdt, és

»



f pzqdz �

» b

a
up
 ptqq9xptqdt � i

» b

a
up
 ptqq9yptqdt � i

» b

a
vp
 ptqq9xptqdt �

» b

a
vp
 ptqq9yptqdt �

�
» b

a

�
up
 ptqq � vp
 ptqqi

	
�
�

9xptq � 9yptqi
	

dt �
» b

a
f p
 ptqq �9
 ptqdt:

Tétel

Ha 
 1 a 
 egy átparaméterezése, akkor »



f �

»


 1

f:

(Ha az egyik létezik, akkor a másik is.)
Bizonyítás. Legyen 
 1 � 
 � h, h : rc; ds Ñ ra; bs szig. mon. növ®, egyenletesen folytonos.

Tegyük fel, hogy
³


 f létezik.
Vegyünk egy tetsz®leges"-t; ehhez létezik a de�níciónak megfelel®� . Ehhez a� -hoz létezik� ¡ 0,

hogy u; v P rc; ds, |u � v|   � esetén|hpuq � hpvq|   � .
Ha c � u0   u1   : : :   un � d egy � -nál �nonabb felosztásarc; ds-nek, és� j P ruj � 1; uj s,

akkor a � t0 � hpu0q   t1 � hpu1q   : : :   tn � hpunq egy � -nál �nomabb felosztásara; bs-nek,
� j � hp� j q P rt j � 1; t j s, és

�
�
�
�
�

n¸

j � 1

f
�

 1p� j q

�
�
�

 1puj q � 
 1puj � 1q

�
� I

�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

n¸

j � 1

f
�

 p� j q

�
�
�

 pt j q � 
 pt j � 1q

�
� I

�
�
�
�
�
  ":
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Tétel

ˆ Ha 
 a 
 1 és
 2 egymás után f¶zése, akkor
»



f �

»


 1

f �
»


 1

f:

(Ha az egyik oldal létezik, akkor a másik is.)

ˆ Ha 
 1 a 
 -nak megfordítása, akkor
³


 1
f � �

³

 f .

ˆ
³


 1 dz � 
 pbq � 
 paq

ˆ Ha
³


 f pzqdz és
³


 gpzqdz létezik ésc; d konstansok, akkor
»



pc � f pzq � d � gpzqqdz � c �

»



f pzqdz � d �

»



gpzqdz:

Bizonyítás. Ugyanaz, mint valós vonalintegráloknál.

Alternatív de�níció


 : ra; bs Ñ C rekti�kálható, folytonos

ˆ d
 korlátos változású Lebesgue-Stieltjes mérték, a totális variációjàp
 q

ˆ A vonalintegrál a f � 
 függvény LS integrálja a d
 mérték szerint.

ˆ Minden Borel-mérhet® függvénynek értelmes a vonalintegrálja

ˆ A vonalintegrál lineáris

ˆ A vonalintegrál additív

Lemma (triviális becslés)

Ha a görbe pontjaiban|f pzq| ¤ M , akkor
�
�
�
�

»



f pzqdz

�
�
�
� ¤ M � `p
 q:

Bizonyítás. A becslés minden integrálközelít® összegre igaz:
�
�
�
�
�

n¸

j � 1

f
�

 p� j q

�
�
�

 pt j q � 
 pt j � 1q

�
�
�
�
�
�
¤

n¸

j � 1

�
�
�f

�

 p� j q

� �
�
� �

�
�
 pt j q � 
 pt j � 1q

�
� ¤

¤
n¸

j � 1

M �
�
�
 pt j q � 
 pt j � 1q

�
� � M �

n¸

j � 1

�
�
 pt j q � 
 pt j � 1q

�
� ¤ M � `p
 q:

Következmény

Legyen
 rekti�kálható folytonos görbe; f 1; f 2; : : :, a 
 pontjaiban folytonos függvények.

ˆ Ha f n Ñ g egyenletesen, akkor
³


 f n Ñ
³


 g.

ˆ Ha
°

f n � g egyenletesen, akkor
° ³


 f n �
³


 g.

Bizonyítás. az egyenletes konvergencia miattg is folytonos.
�
�
�
�

»



f n �

»



g

�
�
�
� �

�
�
�
�

»



pf n � gq

�
�
�
� ¤

�
max



|f n � g|

	
� `p
 q Ñ 0:
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Miért szabad vonalintegrálokat felcserélni?

El®fordul, hogy valamilyen kétváltozósf pz; wqfüggvényt mindkét változója a szerint vonalintegrálunk
egy-egy görbén, és szükségünk van a két integrál felcserélésére:

»

zP
 1

� »

wP
 2

f pz; wqdw



dz ?�
»

wP
 2

� »

zP
 1

f pz; wqdz



dw

Mindig folytonos függvényeket integrálunk rekti�kálható görbéken. Ha mindkét görbe folytonosan
di�erenciálható, (speciálisan ha mindkett® egyenes szakasz),
 1 : ra; bs Ñ C és
 2 : rc; ds Ñ C, akkor
az Analízis3-ból tanultak m¶ködnek: a lebontási tétel miatt

»

zP
 1

� »

wP
 2

f pz; wqdw



dz �
» b

t � a

� » d

u� c
f

�

 1ptq; 
 2puq

�
9
 2puqdu



9
 1ptqdt

�
»

pt;u qPra;bs�r c;ds
f

�
p
 1ptq; 
 2puq

�
9
 1ptq9
 2puqdt du:

A lebontási tétel bizonyítását is meg lehetne ismételni Riemann- helyett vonalintegrálokkal.

A Fubini-tétellel, mint atomtöltet¶ ágyúval is le lehet l®ni a kérdést. A rekti�kálható görbe
egyben (véges) komplex mértéktér is, a totális variáció az ívhossz, a vonalintegrál a komplex mérték
szerinti integrál.

A Fubini-tételhez két dolgot kell ellen®riznünk: az integrandus, af pz; wq függvény mérhet® és
korlátos (mert folytonos), továbbá|f |-nek a totális variációk szerinti integrálja véges:

»

zP
 1

� »

wP
 2

�
�f pz; wq

�
�| dw|



| dz| ¤ `p
 1q �`p
 2q �max

�
�f pz; wq

�
�   8 :

Tétel (helyettesítéses integrálás)

Legyen D € C tartomány, 
 : ra; bs Ñ D rekti�kálható folytonos görbe, F : D Ñ C folytonosan
di�erenciálható, továbbá h az F � 
 pontjain folytonos függvény. Ekkor

ˆ Az F � 
 görbe is rekti�kálható, és

ˆ
»

F � 

hpwqdw �

»



hpF pzqq �F 1pzqdz.

Tétel (Newton�Leibniz formula komplex vonalintegrálokra)

Legyen D € C tartomány, 
 : ra; bs Ñ D rekti�kálható folytonos görbe, F : D Ñ C folytonosan
di�erenciálható. Ekkor »



F 1pzqdz � F p
 pbqq � F p
 paqq:

A NL formula a helyettesítéses integrálás speciális eseteh � 1-gyel.
Bizonyítás. El®ször ha
 szakaszonként folytonosan di�erenciálható:

»

F � 

hpwqdw �

» b

a
h

�
F

�

 ptq

� 	
�
�

F
�

 ptq

� 	 1
dt �

» b

a
h

�
F

�

 ptq

� 	
�
�

F 1
�

 ptq

�
� 9
 ptq

	
dt
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»



h

�
F pzq

�
� F 1pzqdz �

» b

a

�
h

�
F

�

 ptq

� 	
� F 1

�

 ptq

�



� 9
 ptqdt;

ugyanaz.

Minden töröttvonalnak létezik szakaszonként folytonosan di�erenciálható paraméterezése, tehát
a helyettesítéses integrálás képlete igaz töröttvonalakra is.

A 
 -nak van egy olyanr sugarú zárt megvastagítása, amely teljes egészébenD-be esik. Ez a
megvastagítás kompakt, ezenF 1 ésh egyenletesen folytonos és korlátos,|F 1| ¤ M és|h| ¤ H .

Most megmutatjuk, hogy F � 
 rekti�kálható.
Vegyük F � 
 egy tetsz®legespw0; w1; : : : ; wnq beírt poligonját; a csúcsok ®sképei
 -nak egy

pz0; z1; : : : ; znq beírt poligonját adják; véges sok további osztópont beszúrásával elérjük, hogy
 -t
r -nél kisebb átmér®j¶ ívekre osszák.

Az pF � 
 q-ba írt poligon oldalszakaszaira már felírhatjuk a tételt ah � 1 függvénnyel:

n¸

j � 1

|wj � wj � 1| �
n¸

j � 1

�
�
�
�
�

»

rwj � 1 ;w j s
1 dw

�
�
�
�
�
�

n¸

j � 1

�
�
�
�
�

»

rzj � 1 ;zj s
1 � F 1pzqdz

�
�
�
�
�
¤

n¸

j � 1

M � |zj � zj � 1| ¤ M � `p
 q:

Tehát F � 
 tényleg rekti�kálható. A
³

F � 
 hpwqdw vonalintegrál is biztosan létezik.
A képlet bizonyítása: Vegyünk egy" ¡ 0-t. Válasszuk at0; : : : ; tn osztópontokat olyan s¶r¶n,

hogy mindkét integrálhoz"-nál közelebb legyen a megfelel® integrálközelít® összeg, és a
 egy-egy
ívének konvex burkán belülF 1 megváltozása"-nál kisebb legyen.

�
�
�
�

»

F � 

hpwqdw �

»



hpF pzqqF 1pzqdz

�
�
�
� ¤

¤

�
�
�
�

»

F � 

hpwqdw �

n¸

j � 1

hpwj qpwj � wj � 1q

�
�
�
� �

�
�
�
�

n¸

j � 1

hpF pzj qqF 1pzj qpzj � zj � 1q �
»



hpF pzqqF 1pzqdz

�
�
�
��

�

�
�
�
�

n¸

j � 1

�
hpwj qpwj � wj � 1q � hpF pzj qqlooomooon

hpwj q

F 1pzj qpzj � zj � 1q

�
�
�
� ¤

¤ " � " �
n¸

j � 1

�
�hpwj q

�
� �

�
�
�pwj � wj � 1q � F 1pzj qpzj � zj � 1q

�
�
� ¤

¤ 2" � H
n¸

j � 1

�
�
�
�

»

rzj � 1 ;zj s
F 1pzqdz �

»

rzj � 1 ;zj s
F 1pzj qdz

�
�
�
� ¤

¤ 2" � H
n¸

j � 1

�
�
�
�

»

rzj � 1 ;zj s

�
F 1pzq � F 1pzj q

	
dz

�
�
�
� ¤ 2" � H

n¸

j � 1

" � |zj � zj � 1| ¤ p2 � H` p
 qq �":

Ez tetsz®legesen kicsi" -ra igaz, tehát a két integrál egyenl®.
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Példa

Integráljuk a z ÞÑz függvényt azy � x2 parabola0 és1 � i közötti ívén.
1. megoldás: Legyen
 ptq � t � it 2 (0 ¤ t ¤ 1), akkor 9
 ptq � 1 � 2it ,

»



z dz �

» 1

0
pt � it 2qp1 � 2it qdt �

» 1

0
pt � 3it 2 � 2t3qdt �

�
1
2

t � it 3 �
1
2

t4

� 1

0

� i:

2. megoldás: Mivel z � p 1
2z2q1, a Newton�Leibniz formula szerint

»



z dz �

1
2


 p1q2 �
1
2


 p0q2 �
1
2

p1 � iq2 �
1
2

02 � i:

Ívhossz szerinti integrál

Az ívhossz szerinti integrál ugyanaz, mint kétváltozós valósban, ezért nem de�niáltuk külön.
Ha 
 : ra; bs Ñ C elég sima görbe, akkor a szokásos átírás Riemann-integrállá

»



f pzq|dz| �

» b

t � a
� f p
 ptq �

�
� 9
 ptq

�
� dt:

Ívhossz szerinti integrál az egységkörvonalon

Az egységkörvonal szokásos paraméterezésez � 
 ptq � eit ; amikor a vonalintegrált és az ívhossz
szerinti integrált átírjuk Riemann-integrállá,

»

|z|� 1
f pzqdz �

»



f pzqdz �

» 2�

t � 0
f peit q �ieit dt;

illetve »

|z|� 1
f pzq|dz| �

»



f pzq|dz| �

» 2�

t � 0
f peit qdt;

ebb®l is leolvashatjuk a jelöléseket, hogydt � | dz| és dz � ieit dt � iz | dz|.
Geometriailag, amikor a körvonalon az pontból a z� dz pontba lépünk, a dz iránya iz , a hossza

| dz|, vagyis

dz � iz | dz|; | dz| �
dz
iz

:

Ezeket a képleteket akkor használhatjuk, amikor vonalintegrált akarunk ívhossz szerinti integrállá
átírni vagy fordítva.
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5. Cauchy-alaptétel
A primitív függvény létezésének kapcsolata a vonalintegrál elt¶nésével. Goursat-lemma és általánosítása.
Cauchy-alaptétel konvex, és csillagszer¶ tartományra. Holomorf függvénynek minden konvex/csillagszer¶
tartományon van primitív függvénye. Homotóp görbéken a vonalintegrál megegyezik. Példa arra, hogy
nem egyszer¶ tartományon a Cauchy-alaptétel nem igaz.

A primitív függvény létezése

Tétel

LegyenD € C tartomány, f : D Ñ C folytonos. Ezek ekvivalensek:

(a) f -nek létezik primitív függvénye: valamilyenF POpDq függvénnyelf � F 1.

(b1) Közös végpontú,D-ben fekv® rekti�kálható folytonos görbékenf vonalintegrálja egyenl®.

(b2) f komplex vonalintegrálja0 minden D-beli zárt, rekti�kálható folytonos görbén.

(c1) Közös végpontú,D-ben fekv® töröttvonalakonf vonalintegrálja egyenl®.

(c2) f vonalintegrálja 0 minden D-beli zárt töröttvonalon.

Bizonyítás. (a)ùñ (b): következik a Newton�Leibniz formulából.

(b)ùñ (c): trivi (minden TV egyben rekti�kálható folytonos görbe is).

(c)ùñ (a): megismételjük a valós függvényeknél látott bizonyítást. Ki-
jelölünk egy z0 P D kezd®pontot, ésF -et így de�náljuk: F pzq �³


 f pwq dw, bármelyik z0-t z-vel összeköt®
 töröttvonalon. A (c)
tulajdonság miatt a vonalintegrál értéke független a töröttvonaltól.
Azt kell még ellen®rizni, hogy ténylegF 1pzq � f pzq.
Vegyünk egy tetsz®legesz P D pontot. Azt fogjuk igazolni, hogy
F 1pzq � f pzq.

Legyen" ¡ 0 szintén tetsz®leges.

Az f folytonos z-ben, tehát van olyan � ¡ 0, hogy Bpz; � q € D, to-
vábbá minden� PBpz; � q-ra |f p� q � f pzq|   " .

0   | w � z|   � esetén

F pwq� F pzq �
»

rz;ws
f p� qd� �

»

rz;ws
f pzqd� �

»

rz;ws

�
f p� q� f pzq

�
d� � f pzqpw� zq�

»

rz;ws

�
f p� q� f pzq

�
d�

�
�
�F pwq � F pzq � f pzqpw � zq

�
�
� �

�
�
�
�

»

rz;ws

�
f p� q � f pzq

�
d�

�
�
�
� ¤

�
sup

� Prz;ws

�
�f p� q � f pzq

�
�
	

� |w � z| ¤ " � |w � z|

�
�
�
�
F pwq � F pzq

w � z
� f pzq

�
�
�
� ¤ ":

Tehát lim
wÑ z

F pwq � F pzq
w � z

� f pzq; az F függvény di�erenciálható az pontban ésF 1pzq � f pzq.

Ez mindenz PD pontban igaz, tehátF primitív függvénye f -nek.
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Holomorf függvény primitív függvénye

Goursat-lemma

LegyenD tartomány, f : D Ñ C holomorf.
Ha � irányított háromszögvonal, a belsejével együttD-be esik, akkor

³
� f pzqdz � 0.

Bizonyítás. De�niálunk egy � 0; � 1; : : : háromszögsorozatot. A
� n mentén a vonalintegrálI n �

³
� n

f pzqdz.

Az els® háromszög maga a� : elem� 0 � � , és azt akarjuk igazolni,
hogy I 0 � 0.

Ha � n már megvan, akkor a középvonalakkal négyfelé osztjuk, és
� n� 1 az a negyed háromszög lesz, amelyen a vonalintegrál abszolút
értéke a legnagyobb.

A négy integrál összegeI n , tehát |I n� 1| ¥
|I n |
4

;

Indukcióval |I n | ¥
|I 0|
4n

, a � n kerülete `p� nq �
`p� q
2n

.

Legyenc az a pont, amelyre a hármszögsorozat összehúzódik.

A f di�erenciálható a c pontban. Az f pcq � a ésf 1pcq � b számokkal a
c közelébenf pzq � a � bpz � cq.

Rögzítsünk egy tetsz®leges" ¡ 0-t.
Mivel f di�erenciálható c-ben, van olyan� ¡ 0, hogy aBpc; � q körben

�
�f pzq � f pcq � f 1pcqpz � cq

�
� �

�
�f pzq � a � bpz � cq

�
� ¤ " � |z � c|:

Vegyünk egy olyan nagyn-et, amelyre már� n € Bpc; � q.

|I 0|
4n

¤ | I n | �

�
�
�
�

»

� n

f pzqdz

�
�
�
� ¤

�
�
�
�
�
�
�

»

� n

�
a � bpz � cq

�
looooooomooooooon

van primitív függvénye

dz

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�

»

� n

�
f pzq � a � bpz � cq

�
dz

�
�
�
� ¤

¤ 0 � max
zP� n

�
�
�f pzq � apz � cq � b

�
�
� � `p� nq   p " � `p� nqq �̀ p� nq � " �

�
`p� q
2n


 2

|I 0|   " � `p� q2:

Ez minden "-ra igaz, tehát I 0 � 0.

Következmények

LegyenD tartomány, f : D Ñ C holomorf.

ˆ Ha D csillagszer¶ (pl. konvex), akkorf integrálja 0 minden D-ben
fekv® zárt töröttvonalon. HaD csillagszer¶, akkorf -nek létezik
primitív függvénye.

ˆ f -nek minden pont körül létezik lokális primitív függvénye.

ˆ Közös végpontú homotóp rekti�kálható görbékenf vonalintegrálja ugyanaz.
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ˆ Homotóp zárt rekti�kálható görbéken f vonalintegrálja ugyanaz.

ˆ Nullhomotóp rekti�kálható zárt görbéken f vonalintegrálja 0.

Cauchy-tétel; Cauchy-féle integráltétel; Cauchy-alaptétel; a komplex analízis f®tétele

Ha D egyszeresen összefügg® tartomány, ésf holomorfD-n, akkor minden,D-ben fekv® rekti�kálható
folytonos zárt 
 görbén

³

 f pzqdz � 0.

Tétel

Ha D egyszeresen összefügg® tartomány, ésf holomorf D-n, akkor f -nek létezik primitív függvénye.

Példa

Az
1
z

függvény holomorf aCzt0u tartományon, de a tartomány nem egyszeresen összefügg®.

Számítsuk ki a függvény vonalintegrálját az egységkörvonalon.
»

|z|� 1

dz
z

� ?

(Jelölés:
³

|z� c|� R azt jelenti, hogy a pozitív irányítású körön integrálunk.)

A kör egy paraméterezésezptq � eit (0 ¤ t ¤ 2� ); 9z � ieit avagy dz � ieit dt;

»

|z|� 1

1
z

dz �
» 2�

t � 0

1
eit

� ieit dt �
» 2�

t � 0
i dt � 2�i:

(Ha létezne holomorf logaritmus aCzt0u tartományon, akkor az integrál0 lenne.)

Az irányított körvonallal homotóp görbéken az integrál ugyanez.
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6. Cauchy-integrálformulák
Cauchy-formula körvonalon, konvex és csillagszer¶ tartományon. A deriváltakra vonatkozó Cauchy-
formula. Ha egy függvény egy nyílt halmazon egyszer di�erenciálható, akkor akárhányszor di�erenciál-
ható. Görbe pontra vonatkozó indexe. Az index tulajdonságai. Az általános Cauchy-formula görbein-
dexszel (csak kimondani). A logaritmus létezése egyszeresen összefügg® tartományon.

Lemma

Bármely c PC ésr ¡ 0 esetén »

|z� c|� r

dz
z � c

� 2�i:

Bizonyítás. A körvonal egy paraméterezésezptq � c � reit (0 ¤ t ¤ 2� ).
»

|z� c|� r

dz
z � c

�
» 2�

0

1
zptq � c

� 9zptqdt �
» 2�

0

1
reit

� rie it dt �
» 2�

0
i dt � 2�i:

Tétel (Cauchy-formula körlapra)

Legyenf holomorf a Bpc; Rq-nál valamivel nagyobb körlapon. Ekkor bármely,z PBpc; Rq pontban

f pzq �
1

2�i

»

|w� c|� R

f pwq
w � z

dw:

Bizonyítás. Legyen " ¡ 0 tetsz®leges. Ehhez van olyanr ¡ 0, hogy
|w � z| ¤ r esetén|f pzq � f pwq|   " . A |w � c| � R körvonal homotóp a
|w � z| � r körvonallal, így

1
2�i

»

|w� c|� R

f pwq
w � z

dw�
1

2�i

»

|w� z|� r

f pwq
w � z

dw �

� f pzq �
1

2�i

»

|w� z|� r

1
w � z

dw�
1

2�i

»

|w� z|� r

f pwq � f pzq
w � z

dw �

� f pzq �1 �
1

2�i

»

|w� z|� r

f pwq � f pzq
w � z

dw;

�
�
�
�

1
2�i

»

|w� c|� R

f pwq
w � z

dw � f pzq

�
�
�
��

�
�
�
�

1
2�i

»

|w� z|� r

f pzq � f pwq
w � z

dw

�
�
�
�¤

1
2�

�
"
r

� 2�r � ":

Ez minden " ¡ 0-ra igaz, tehát
�
�
� 1

2�i

³
|w� c|� R

f pwq
w� z dw � f pzq

�
�
� � 0.

Tétel (derviáltakra vonatkozó Cauchy-formula, körlapra)

Legyenf holomorf a Bpc; Rq-nál valamivel nagyobb körlapon. EkkorBpc; Rq belsejében a körlapon
akárhányszor di�erenciálható, és

f pnqpzq �
n!

2�i

»

|w� c|� R

f pwq
pw � zqn� 1

dw:
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Formálisan

f pnqpzq �
dn

dzn

�
1

2�i

»

|w� c|� R

f pwq
w � z

dw



�

�
1

2�i

»

|w� c|� R

�
Bn

Bzn

f pwq
w � z



dw �

1
2�i

»

|w� c|� R

n! � f pwq
pw � zqn� 1

dw:

Bizonyítás. Indukció n szerint; n � 0-ra ez éppen a Cauchy-formula. Ha az állítás igazn-re,
akkor

f pn� 1qpzq � lim
� Ñ z

f pnqp� q � f pnqpzq
� � z

�

� lim
� Ñ z

1
� � z

�
n!

2�i

»

|w� c|� R

f pwq
pw � � qn� 1

dw �
n!

2�i

»

|w� c|� R

f pwq
pw � zqn� 1

dw



�

� lim
� Ñ z

n!
2�i

»

|w� c|� R

f pwq
pw � � qn� 1pw � zqn� 1

�
pw � zqn� 1 � p w � � qn� 1

� � z
dw �

� lim
� Ñ z

n!
2�i

»

|w� c|� R

f pwq
pw � � qn� 1pw � zqn� 1

�
�

pw � zqn � p w � zqn� 1pw � � q � : : : � p w � � qn
	

dw:

f pn � 1qpzq � lim
� Ñ z

n!
2�i

»

|w � c|� R

f pwq
pw � � qn � 1pw � zqn � 1 �

�
pw � zqn � p w � zqn � 1pw � � q � : : : � p w � � qn

	
dw

körvonalon f folytonos, tehát korlátos. Haz távolsága a körvonaltóld, akkor
� P Bpz; d

2q esetén|w � � | ¡ d
2 , és az integrandus� Ñ z esetén egyenletesen

tart a
f pwq

pw � zq2n� 2
� pn � 1qpw � zqn függvényhez.

(Az egyenletes határérték felcserélhet® az összeadással és a szorzással, és re-
ciprokkal is, ha a nevez® limeszfüggvénye nem torlódik a0-hoz.) Az egyenletes
konvergencia miatt a limesz és az integrál felcserélhet®:

f pn� 1qpzq �
n!

2�i

»

|w� c|� R

lim
� Ñ z

�
f pwq

pw � � qn� 1pw � zqn� 1
�
�

pw � zqn � : : : � p w � � qn
	 


dw �

�
n!

2�i

»

|w� c|� R

lim
� Ñ z

�
f pwq

pw � zq2n� 2
� pn � 1qpw � zqn



dw �

pn � 1q!
2�i

»

|w� c|� R

f pwq
pw � zqn� 2

dw:

Egy másik lehet®ség a korlátos konvergencia tétel. A körvonalondz véges LS mérték,|� � z|   d
2

esetén az integrandus egyenletesen korlátos, így az integrál és a pontonkénti limesz felcserélhet®.

(Utolsó lehet®ségként (pl. vizsgán) hivatkozhatunk a Nagy Bivaly barátságára is.)

Következmények

LegyenD tartomány, f : D Ñ C folytonos.

ˆ Ha f holomorf, akkor akárhányszor di�erenciálható.

ˆ f akkor és csak akkor holomorf, ha lokálisan létezik primitív függvénye.

ˆ Morera tétele: haf -nek mindenD-ben fekv® háromszöglemez kerülete mentén0 a vonalinteg-
rálja, akkor f holomof.

28



De�níció (görbe indexe)

Legyen 
 rekti�kálható, folytonos zárt görbe, és c egy olyan pont, amelyen
 nem megy át. A 

görbec-re vonatkozó indexe, avagyc körüli körüljárási száma

np
; c q � ind
 pcq �
1

2�i

»




dz
z � c

:

d
�

argpz� cq
�

� Im
z � dz � c

z � c
� Im

dz
z � c

» zk

zk � 1

dz
z � c

� log
zk � c

zk� 1 � c
�

�
log|zk � c| � log|zk� 1 � c|

	
� i � arg

zk � c
zk� 1 � c

»




dz
z � c

�
n¸

k� 1

�
log|zk � c| � log|zk� 1 � c|

	

loooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooon
0

� i �
n¸

k� 1

�
�

argpz � cq
�

� 2�i � np
; c q:

(Mostantól a
1

2�i
kvázi az integráljel része...)

Görbeindex és egyszeres összefügg®ség

Tétel

LegyenD € C tartomány. Ezek ekvivalensek:

(1) D egyszeresen összefügg®;

(2) Bármely c RD-re ésD-beli rekti�kálható, zárt folytonos 
 görbérenp
; c q � 0.

Az p1q ñ p2q triviális. A p2q ñ p1q irányt most nem bizonyítjuk.

Tétel

Ha a D € C korlátos tartományt a 
 1; : : : ; 
 k rekti�kálható görbék határolják, a küls® határgörbe
pozitív, a bels® határgörbe negatív irányítású, akkor

(1) c PD esetén
°

np
 j ; cq � 1

(2) c RD esetén
°

np
 j ; cq � 0.
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Általános Cauchy-tétel

LegyenD tartomány, f : D Ñ C holomorf, valamint 
 1; : : : ; 
 k rekti�kálható zárt görbék D-ben úgy,
hogy bármelyc PCzD pontra

°
np
 j ; cq � 0. Ekkor

k¸

j � 1

»


 j

f pzqdz � 0:

Általános Cauchy-formula

LegyenD tartomány, f : D Ñ C holomorf, valamint 
 1; : : : ; 
 k rekti�kálható zárt görbék D-ben úgy,
hogy bármelyc PCzD pontra

°
np
 j ; cq � 0. Ekkor bármely z PD esetén, amelyen nem mennek át

ezek a görbék,
k¸

j � 1

1
2�i

»


 j

f pwq
w � z

dw �
� k¸

j � 1

np
 j ; zq



� f pzq:

A logaritmus létezése

Tétel

ˆ Ha D egyszeresen összefügg® tartomány és0 RD, akkor létezik logz-nek holomorf ágaD-n.

ˆ Ha D tartomány, 0 RD, és bármelyD-beli zárt görbe0-ra vonatkozó indexe0, akkor létezik
logz-nek holomorf ágaD-n.

Bizonyítás. Az ötlet: Vegyük 1{z egy primitív függvényét.

Bármely D-beli zárt görbének a0-ra vonatkozó indexe0, tehát 1{z vonalintegrálja 0. Ezért
1{z-nek létezik primitív függvényeD-n.

Válasszunk egyz0 PD kezd®pontot, és egy olyanLpzqfüggvényt, amelyreL1pzq �
1
z

éseL pz0q � z0

(az L-hez hozzáadhatunk egy konstanst).
Legyenhpzq � z � e� L pzq; ekkor tehát hpz0q � 1,

h1pzq �
�

z � e� L pzq
	 1

� e� L pzq � z � e� L pzq L1pzqloomoon
1{z

� 0;

ezért h konstans1, tehát eL pzq � z; az Lpzq függvény alogz-nek holomorf ága.

Tétel

Ha D egyszeresen összefügg® tartomány,f pzqholomorfD-n, és sehol sem0, akkor létezik logf pzq-nek
holomorf ágaD-n.

Bizonyítás. Ötlet: Ha létezik logf , akkor a deriváltja
f 1

f
. Vegyük ennek egy primitív függvényét.
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Legyen`pzq �
f 1pzq
f pzq

; ez holomorfD-n. A D egyszeresen összefügg®, tehát`pzq-nek létezik primitív

függvénye. Vegyünk egyz0 PD kezd®pontot, és válasszunk egy olyanLpzqfüggvényt, amelyreL1 � `
éseL pz0q � f pz0q. Legyenhpzq � f pzqe� L pzq ekkor tehát hpz0q � 1,

h1pzq �
�

f pzqe� L pzq
	 1

� f 1pzqe� L pzq � f pzqe� L pzq L1pzqloomoon
f 1{ f

� 0;

ezért h konstans1, tehát eL pzq � f pzq; az Lpzq függvény alogf pzq-nek holomorf ága.

Példa: Young-tétel szer¶ség

Ha f pz; wq kétváltozós komplex függvény, folytonos azpa; bq egy környezetében, és mindkét változó
szerint holomorf, akkor aD1D2f pz; wq ésD2D1f pz; wq másodrend¶ parciális deriváltak léteznek és
egyenl®k.

Bizonyítás. a és b körül veszünk egy pici,r sugarú körvonalat. Ezeken belül Cauchy-formula
w-re:

D2f pz; wq �
1

2�i

»

|! � b|� r

f pz; ! q
p! � wq2

d!:

Ez z-ben holomorf, mert minden kis� háromszögön 0 az integrálja:

»

�

� »

|! � b|� r

f pz; ! q
p! � wq2

d!



dz �
»

|! � b|� r

� »

�
f pz; ! qdz



d!

p! � wq2
�

»

|! � b|� r
0 �

d!
p! � wq2

� 0:

Most Cauchy-formulaz-re:

D1D2f pz; wq �
1

2�i

»

|� � a|� r

1
2�i

³

|! � b|� r

f p�;! q
p! � wq2 d!

p� � zq2
d� �

1
p2�i q2

»

|� � a|� r

»

|! � b|� r

f p�; ! q
p� � zq2p! � wq2

d� d!:

A D2D1f pz; wq-re ugyanez a képlet.

Pistikének mindenr®l

ˆ Fel akarjuk írni egy függvény harmadik deriváltját? Integrálni kell.

ˆ Igazolni akarjuk, hogy egy függvény holomorf? Integrálni kell.

ˆ Meg akarjuk konstruálni a logaritmusfüggvényt? Integrálni kell.

ˆ Meg akarjuk számolni, hogy egy görbe hányszor kerüli meg a nullát? Integ-
rálni kell.

ˆ Be akarjuk bizonyítani a Young-tételt? Integrálni kell.

ˆ Hatványsorba akarunk fejteni egy függvényt? Integrálni kell. (jöv® héten.)

ˆ Meg akarjuk számolni, hogy egy egyenletnek hány megoldása van? Integrálni
kell.

ˆ Be akarjuk bizonyítani az implicitfüggvény-tételt? Integrálni kell.

Integrálokat csereberélni jó! :-)
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7. Függvénysorozatok és paraméteres integrálok
Holomorf függvények lok. egyenletes limesze holomorf. Ugyanez sorokkal és paraméteres integrálokkal.
Ha lokálisan egyenletesen korlátos függvények sorozata egy s¶r¶ halmazon pontonként konvergens, akkor
lok. egyenletesen konvergens. Vitali-Montel tétel.

Holomorf függvények egyenletes limesze

Tétel (Weierstrass)

Holomorf függvények lokálisan egyenletes limesze holomorf, avagy:

Ha D € C tartomány, f 1; f 2; : : : : D Ñ C holomorfak ésf npzq Ñ gpzq lokálisan egyenletesen,
akkor g holomorf ésf 1

npzq Ñ g1pzq lokálisan egyenletesen.

Emlékeztet®ül, "lokálisan egyenletesen":

ˆ Minden pontnak van olyan környezete, ahol, vagy:

ˆ Minden kompakt részhalmazon.

Következmény

Lokálisan egyenletesen konvergens sorozatokat és sorokat akárhányszor szabad tagonként deriválni.
Bizonyítás. (a) Morera: ahhoz, hogygpzq � lim f npzq holomorf legyen, elég, hag folytonos, és

bármely D-beli � zárt háromszöglemez kerületén0 a vonalintegrálja.
A � háromszöglemez kompakt, így ezen a halmazonf n Ñ g egyenletesen. Folytonos függvények

egyenletes limesze folytonos, ezértg is folytonos; így biztosan létezikg vonalintegrálja a háromszög-
vonalon. »

�
gpzqdz �

»

�

�
lim

nÑ8
f npzq



dz � lim

nÑ8

»

�
f npzqdz � lim

nÑ8
0 � 0:

(b) Legyen Bpc; Rq € D, 0   r   R, z PBpc; rq.
Bármely " ¡ 0-hoz van olyan n0, hogy n ¡ n0 esetén
max

|w� c|� R
|f npwq � gpwq|   " .

Bármely z PBpc; rq-re

�
�f 1

npzq � g1pzq
�
� �

�
�
�
�
�

1
2�i

»

|w� c|� R

f npwq
pw � zq2

dw �
1

2�i

»

|w� c|� R

gpwq
pw � zq2

dw

�
�
�
�
�

�
1

2�

�
�
�
�
�

»

|w� c|� R

f npwq � gpwq
�
pw � cq � p z � cq

� 2 dw

�
�
�
�
�
¤

1
2�

»

|w� c|� R

�
�f npwq � gpwq

�
�

�
|w � c| � | z � c|

� 2 |dw|

¤
1

2�
�

"
pR � rq2

� 2�R �
R

pR � rq2
� ":

Ez minden "-ra igaz, tehát f 1
npzq Ñ g1pzq egyenletesen aBpc; rq körben.

Minden c-nek van olyan környezete, aholf n Ñ g egyenletesen.
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Példa: Riemann-zeta függvény

� psq �
8̧

n� 1

1
ns

(Hagyományosans � � � it )

Ha � 0 ¡ 1, akkor a � ¥ � 0 félsíkban
° 1

n� 0
közös konvergens majoráns, tehát a sor egyenletesen

konvergens.

A Weierstrass-tétel szerint� psq holomorf a � ¡ 1 nyílt félsíkban, és

� 1psq �
8̧

n� 1

� logn
ns

:

(� ¤ 1 esetén a sor divergens.)

Paraméteres integrálok

Tétel

Legyen D tartomány, f : ra; bs � D Ñ C folytonos, minden rögzített x P ra; bs-re z ÞÑf px; zq
holomorf. Ekkor az

F pzq �
» b

x� a
f px; zqdx

paraméteres integrál is holomorf és

F 1pzq �
» b

x� a
D2f px; zqdx:

Bizonyítás. Ugyanaz, csak szumma helyett integrállal.
(a) Bármely � € D háromszöglemez körül

»

�
F pzqdz �

»

zP�

� » b

x� a
f px; zqdx

�

dz �
» b

x� a

� »

zP�
f px; zqdz

�

dx �
» b

x� a
0 dx � 0;

tehát F pzq holomorf.
(b) Bármely z PD pont körül egy kis, r sugarú körben

F 1pzq �
1

2�i

»

|w� z|� r
F pwq

dw
pw � zq2

�
1

2�i

»

|w� z|� r

� » b

x� a
f px; wqdx

�
dw

pw � zq2

�
» b

x� a

�
1

2�i

»

|w� z|� r
f px; wq

dw
pw � zq2

�

dx �
» b

x� a
D2f px; zqdx:

Példa: az Euler-féle Gamma-függgvény

� psq �
» 8

x� 0
xs� 1e� x dx pRes ¡ 0q

holomorf, és

� 1psq �
» 8

x� 0
xs� 1e� x logx dx pRes ¡ 0q
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Az el®z® tételt kiterjeszthetjük improprius integrálokra, vagy vehetjük a

lim
N Ñ8

» N

x� 1
N

xs� 1e� x dx

lokálisan egyenletesen konvergens függvénysorozatot.

Pontonkénti konvergenciából egyenletes konvergencia

Lemma

Ha D € C tartomány, f 1; f 2; : : : : D Ñ C holomorfak és egyenletesen korlátosak (tehát van olyanK ,
hogy |f npzq| ¤ K minden n-re és mindenz P D-re), és egy s¶r¶S € D halmazonf npzq pontonként
konvergens, akkor azf npzq sorozat lokálisan egyenletesen konvergens.

Bizonyítás. Vegyünk egyc PD pontot és körülötte egy kört: Bpc; R �
"q € D.
Legyenr � R

2 és|f npzq| ¤ K minden n-re ész-re.

El®készület. Bármelyz PBpc; rq-re és bármelyn PN -re

�
�f 1

npzq
�
�¤

�
�
�
�
�

1
2�i

»

|w� c|� R

f npwq
pw � zq2

dw

�
�
�
�
�
¤

1
2�

K
pR � rq2

� 2�R �
4K
R

;

ezért bármelyz1; z2 PBpc; rq pontokra

�
�f npz1q � f npz2q

�
� ¤

4K
R

� |z1 � z2|:

(A kis körön belül f 1; f 2; : : : egyenletesen Lipschitz.)
Legyen" ¡ 0 tetsz®leges.

A Bpc; rqXS halmazból válasszunk ki véges sok pontot:s1; : : : ; sk-t úgy,
hogy ezek" sugarú környezetei lefedjékBpc; rq-et.

Van olyan n0, hogy bármely n; m ¥ n0-ra és minden1 ¤ j ¤ k-ra�
�f npsj q � f mpsj q

�
�   " . (Mindegyik j -hez van ilyen küszöb; vesszük a

maximumot.)

Most tekintsünk egy tetsz®legesz PBpc; rq pontot.

Ehhez van egysj pont, amelyre |z � sj |   " . Ezért
�
�f npzq � f mpzq

�
� ¤

¤
�
�f npzq � f npsj q

�
� �

�
�f mpsj q � f mpzq

�
� �

�
�f npsj q � f mpsj q

�
� ¤

 
4K
R

|z � sj | �
4K
R

|z � sj | � "   2 �
4K
R

" � " �
�

8K
R

� 1



":

Tehát: Minden " ¡ 0-hoz van olyan n0, hogy minden n; m ¡ n0 és

bármely z PBpc; rq esetén
�
�f npzq � f mpzq

�
� ¤

�
8K
R � 1



" .

Az f npzq függvénysorozat egyenletesen konvergensBpc; rq-en.

Tétel (Vitali�Montel)

Ha D € C tartomány, f 1; f 2; : : : : D Ñ C holomorfak, és egyenletesen korlátosak, akkor ezek közül
kiválasztható lokálisan egyenletesen konvergens részsorozat.
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V.ö. Bolzano-Weierstrass tétel

Minden korlátos számsorozatnak van konvergens részsorozata.

V.ö. Arzelà�Ascoli tétel

Ha f 1; f 2; : : : : ra; bs Ñ R egyenletesen korlátosak és egyenl® mértékben egyenletesen folytonosak,
azaz

@" ¡ 0 D� ¡ 0 @n @x; y P ra; bs
� �

|x � y|   �
�

ñ
�
|f npxq � f npyq|   "

� 	
;

akkor kiválasztható egyenletesen konvergens részsorozat.
Bizonyítás. . Legyens1; s2; : : : egy s¶r¶ sorozatD-ben.
A Bolzano�Weierstrass tétel miatt miatt van olyan N1 � p n1;1; n1;2; n1;3; : : :q sorozat, amelyre az

f n1;k ps1q sorozat konvergens.
Ennek van olyanN2 � p n2;1; n2;2; n2;3; : : :qrészsorozata, amelyre azf n2;k ps2qsorozat is konvergens.
Ezt ismételve kapjuk részsorozatok egy sorozatát; minden`-re azf n `;k ps`q sorozat konvergens.

Átlósan kiválasztjuk az nk;k elemeket.

N1: n1;1 n1;2 n1;3 n1;4 . . .

N2: n2;1 n2;2 n2;3 n2;4 . . .

N3: n3;1 n3;2 n3;3 n3;4 . . .

N4: n4;1 n4;2 n4;3 n4;4 . . .
...

...
...

...
...

. . .

Az pn1;1; n2;2; n3;3; : : :q sorozat mindegyikN j -nek részsorozata az els® néhány elem kivételével,
ezért bármelyik `-re azf nk;k ps`q sorozat konvergens.

Tehát, az f nk;k pzq sorozat egyenletesen korlátos és azS � t s1; s2; : : :u s¶r¶ halmazon pontonként
konvergens, tehát a Lemma miatt a teljesD tartományon lokálisan egyenletesen konvergens.
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8. Hatványsorba fejtés
Együtthatóformula. Hatványsorba fejtés. Középérték-tulajdonság. Parseval-formula hatványsorokra.
logp1 � zq ésp1 � zqa hatványsora.

Lemma

Bármely k PZ, c PC ésr ¡ 0 esetén

paq
1

2�r

»

|z� c|� r
pz � cqk |dz| �

#
1 ha k � 0

0 ha k � 0

pbq
1

2�i

»

|z� c|� r
pz � cqkdz �

#
1 ha k � � 1

0 ha k � � 1

Bizonyítás. A kett® ugyanaz, mertd
�

argpz � cq
�

�
| dz|

r
�

dz
ipz � cq

. Helyettesítés:z � c � reit ,

0 ¤ t ¤ 2�

paq
1

2�r

»

|z� c|� r
pz � cqk |dz| �

1
2�r

» 2�

0
preit qk � r dt �

r k

2�r

» 2�

0
rekit dt �

#
1 ha k � 0

0 hat k � 0

pbq
1

2�i

»

|z� c|� r
pz � cqkdz �

1
2�i

» 2�

0
preit qk � ire it dt �

r k� 1

2�

» 2�

0
epk� 1qit dt �

#
1 ha k � 1 � 0

0 hat k � 1 � 0

Vagy: k � � 1 esetén van primitív függvény, a
zk� 1

k � 1
. A k � � 1 esetben

1
2�i

³
|z� c|� r

dz
z � c

� 1.

Tétel (együtthatóformula)

Ha a Bpc; Rq körlapon

f pzq �
8̧

n� 0

anpz � cqn ;

akkor

ak �
1

2�i

»

|w� c|� r

f pwq
pw � cqk� 1

dw minden k-ra és0   r   R-re.

Bizonyítás.

1
2�i

»

|w� c|� r

f pwq
pw � cqk� 1

dw �
1

2�i

»

|w� c|� r

8̧

n� 0

anpw � cqn

pw � cqk� 1
dw

�
1

2�i

»

|w� c|� r

� 8̧

n� 0

anpw � cqn� k� 1



dw �

8̧

n� 0

�
an �

1
2�i

»

|w� c|� r
pw � cqn� k� 1 dw




�
8̧

n� 0

an �
"

1 ha n � k � 1 � � 1
0 ha n � k � 1 � � 1

*
� ak :
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Összehasonlítás: együtthatóformula, Cauchy-formula és Taylor-együttható

Ha a Bpc; Rq körlapon

f pzq �
8̧

n� 0

anpz � cqn ;

akkor

ak �
f pkqpcq

k!
(Taylor-együttható)

ak �
1

2�i

»

|z� c|� r

f pzq
pz � cqk� 1

dz (Együtthatóformula)

f pkqpcq
k!

�
1

2�i

»

|z� c|� r

f pzq
pz � cqk� 1

dz (Cauchy-formula)

Tétel (hatványsorba fejtés)

Ha f holomorf a Bpc; Rq körlapon, akkor ezen a körlapon a függvény hatványsorba fejthet®,

f pzq �
8̧

n� 0

anpz � cqn ;

ahol

an �
1

2�i

»

|w� c|� r

f pwq
pw � cqn� 1

dw bármely 0   r   R-re.
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Bizonyítás. Legyen z P Bpc; Rq, d � | z � c|   r   R, M �
max

|w� c|� r
|f pwq|

f pzq �
1

2�i

»

|w� c|� r

f pwq
w � z

dw�
1

2�i

»

|w� c|� r

f pwq
pw � cq � p z � cq

dw �

�
1

2�i

»

|w� c|� r

f pwq
pw � cq

�
1

1 �
z � c
w � c

dw �

�
1

2�i

»

|w� c|� r

f pwq
pw � cq

�

�
8̧

n� 0

�
z � c
w � c


 n
�

dw �

�
1

2�i

»

|w� c|� r

�
8̧

n� 0

f pwq � pz � cqn

pw � cqn� 1

�

dw

�
8̧

n� 0

�
1

2�i

»

|w� c|� r

f pwq � pz � cqn

pw � cqn� 1
dw

�

�

�
8̧

n� 0

�
1

2�i

»

|w� c|� r

f pwq
pw � cqn� 1

dw

�

� pz � cqn �
8̧

n� 0

an � pz � cqn :

�
�
�
�
z � c

w � c

�
�
�
� �

d

r
  1

8̧

n � 0

max
w

�
�
�
�
f pwq � pz � cqn

pw � cqn � 1

�
�
�
��

8̧

n � 0

M

r
�
�

d

r


 n

  8

De�níció

f : D Ñ C "analitikus", ha D bármely pontja körül valamekkora körben hatványsorba fejthet®.

Következmény

f : D Ñ C akkor és csak akkor analitikus, ha holomorf.
Bizonyítás. ñ A hatványsor összegfüggvénye holomorf.
ð Minden holomorf függvény bármelyc pont körül hatványsorba fejthet®, a maximálisc közep¶

körlapon.

Tétel (középérték-tulajdonság)

Ha f pzq holomorf a Bpc; Rq zárt körlapon (tehát holomorf egy kicsivel nagyobb körben), akkor

1
2�r

»

|z� c|� r
f pzq |dz| � f pcq

vagyis f pzq átlaga a körvonalon megegyezik a középpontban felvett értékkel.

Bizonyítás. . Legyenf pzq c körüli hatványsora f pzq �
8̧

n� 0

anpz � cqn .

1
2�r

»

|z� c|� r
f pzq |dz| �

1
2�r

»

|z� c|� r

� 8̧

n� 0

anpz � cqn



|dz| �

�
8̧

n� 0

an

�
1

2�r

»

|z� c|� r
pz � cqn |dz|



�

8̧

n� 0

an �
"

1 ha n � 0
0 ha n ¡ 0

*
� a0 � f pcq:
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Tétel (Parseval-formula hatványsorokra)

Ha f pzqholomorf aBp0; rqzárt körlapon (tehát holomorf egy kicsivel nagyobb körben), és a0 körüli
hatványsoraf pzq �

° 8
n� 0 anzn , akkor

1
2�

» 2�

0

�
�
�f preit q

�
�
�
2

dt �
8̧

n� 0

|an |2r 2n :

Az r � 1 esetben
1

2�

» 2�

0

�
�
�f peit q

�
�
�
2

dt �
8̧

n� 0

|an |2:

Bizonyítás.

1
2�

» 2�

0

�
�
�f preit q

�
�
�
2

dt �
1

2�

» 2�

0
f preit q �f preit qdt �

1
2�

» 2�

0

� 8̧

n� 0

anpreit qn


� 8̧

m� 0

ampre� it qm



dt

�
8̧

n� 0

8̧

m� 0

�

anam r n� m 1
2�

» 2�

0
epn� mqit dt

�

�
8̧

n� 0

8̧

m� 0

anam r n� m

"
1 ha n � m
0 ha n � m

*
�

8̧

n� 0

|an |2r 2n :

Parseval-formula vs. Pitagorasz-tétel

Az egységkörvonalon

xf; g y �
1

2�

»

|z|� 1
f � g |dz|

egy skaláris szorzás, erre nézve

1; z; z2; : : : ;
1
z

;
1
z2

; : : :

ortonormáltak.

Példa

f pzq � logp1 � zq holomorf az egységkörben,f p0q � 0,

f pkqpzq �
p� 1qk� 1pk � 1q!

p1 � zqk
;

f pkqp0q
k!

�
p� 1qk� 1

k
:

a Taylor sor el®állítja a függvényt az egységkörben:

logp1 � zq �
8̧

k� 1

p� 1qk� 1

k
zk :

Következmény (binomiális sor)

Legyena PC,

p1 � zqa �
8̧

k� 0

�
a
k



zk ha |z|   1

(Azt a hatványfüggvényt vesszük, amelyre1a � 1.)
Az f pzq � p 1 � zqa � ea logp1� zq függvény holomorf az egységkörben,

f pkqpzq
k!

�
apa � 1q:::pa � k � 1qp1 � zqa� k

k!
�

�
a
k



p1 � zqa� k ;

f kp0q
k!

�
�

a
k



;

A 0 körüli hatványsor

p1 � zqa �
8̧

k� 0

�
a
k



zk p|z|   1q:
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Példa: IMO Shortlist 2006/A2

De�niáljuk az a0; a1; a2; : : : valós számsorozatot a következ® rekurzióval:

a0 � � 1;
n¸

k� 0

an� k

k � 1
� 0 for n ¥ 1:

Mutassuk meg, hogyan ¡ 0 minden n ¥ 1-re.

Gyors fels® becslés:|an | �

�
�
�
� �

n¸

k� 1

an� k

k � 1

�
�
�
� ¤

n¸

k� 1

|an� k |; trivi indukcióval |an | ¤ 2n .

LegyenGpzq �
8̧

n� 0

anzn ; ez |z|   1
2-re biztosan konvergens. A rekurzió azt jelenti, hogy

� 1 �
� 8̧

n� 0

anzn



�

8̧

k� 0

zk

k � 1
� Gpzq �

� logp1 � zq
z

;

Gpzq �
z

logp1 � zq
; Gp0q � � 1:

Ennek a függvénynek a hatványsora érdekel minket.
Megpróbálhatjuk kiszámolni a Taylor-együtthatókat... ehhezk-szor deriválni kell a0-ban. (Haj-

rá.)
Vagy, írjuk fel inkább együtthatóformulát...

an �
1

2�i

»

|z|� 1
2

Gpzq
zn� 1

dz�
1

2�i

»

|z|� 1
2

dz
zn logp1 � zq

�
1

2�i

»




dz
zn logp1 � zq

�
1

2�i

» R

1� r

dx
xn

�
logpx � 1q � �i q

�
1

2�i

» R

1� r

dx
xn

�
logpx � 1q � �i q

� O
�

r � log
1
r



� O

�
R �

1
Rn logR




Kör helyett ezen a "kulcslyukgörbén" in-
tegrálunk:

�
1

2�i

» R

1� r

2�i � dx
xn

�
logpx � 1q � �i q

�
logpx � 1q � �i q

� O
�

r � log
1
r



� O

�
1

Rn� 1 logR




�
» R

1� r

dx
xn

�
log2px � 1q � � 2

� O
�

r � log
1
r



� O

�
R �

1
Rn logR




Ha r Ñ 0 ésR Ñ 8 :

an �
» 8

1

dx
xn

�
� 2 � log2px � 1q

� ¡ 0:
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9. A hatványsorba fejtés következményei
Gyöktényez®k kiemelése, gyök multiplicitása. Unicitástétel. Lokális aszimptotikus viselkedés. Maximum-
elv.

Tétel (a gyöktényez® kiemelhet®)

Legyenf pzq holomorf a c pontban, a c körüli hatványsora f pzq �
8̧

k� 0

akpz � cqk .

Ezek ekvivalensek:

(a) f pcq � f 1pcq � f 2pcq � : : : � f pm� 1qpcq � 0;

(b) a0 � a1 � : : : � am� 1 � 0;

(c) f pzq � p z � cqm � gpzq egy c-ben holomorfgpzq függvénnyel.

Bizonyítás. paq ô pbq, mert ak �
f pkqpcq

k!
;

pbq ô pcq a gpzq �
8̧

k� m

akpz � cqk� m függvénnyel.

De�níció

Legyenf pzq holomorf a c pontban, a c körüli hatványsora f pzq �
8̧

k� 0

akpz � cqk .

Azt mondjuk, hogy az f pzq-nek ac pont m-szeres gyöke, ha:

(a) f pcq � f 1pcq � f 2pcq � : : : � f pm� 1qpcq � 0 ésf pmqpcq � 0, avagy

(b) a0 � a1 � : : : � am� 1 � 0 ésam � 0, avagy

(c) f pzq � p z � cqm � gpzq egy c-ben holomorfgpzq függvénnyel, ésgpcq � 0.

Tétel (unicitástétel; unicitás=egyértelm¶ség)

Legyen D tartomány, f; g; h : D Ñ C holomorf, z1; z2; : : : P D olyan konvergens sorozat, hogy
zn Ñ � PD észn � � .

(a) Ha f pznq � 0 minden n-re, akkor f az egészD-n konstans0.

(b) Ha gpznq � hpznq minden n-re, akkor g � h az egészD-n.

Avagy, a függvény értékei bármelyik,D belsejében torlódó sorozat mentén meghatározzák a függ-
vényt; bármely értéksorozathoz legfeljebb egy függvény létezik.

Bizonyítás. Elég az (a) állítást igazolni, ebb®l a (b) állítás azf � g � h választással következik.

LegyenZ � t w PD : f pwq � 0u az f gyökeinek halmaza;
Z1 � Z 1X D, a gyökökD-beli torlódási pontjainak halmaza.
A feltétel szerint lim zn PZ1, tehát Z1 nemüres.

Az f folytonos, ezért a gyökök torlódási pontjai is gyökök: haw1; w2; : : : gyökök és lim
nÑ8

wn P D,
akkor

f
�

lim
nÑ8

wn

�
� lim

nÑ8
f pwnq � lim

nÑ8
0 � 0:

Ezért Z1 € Z .

41



A Z1 halmazD-ben relatív zárt, mert Z 1 zárt (torlódási pontok torlódási pontja torlódási pont).

Meg fogjuk mutatni, hogy Z1 nyílt is.
Állítás: Z1 nyílt, vagyis @c PZ1 Dr ¡ 0 Bpc; rq € Z1.

Vegyünk egy tetsz®legesc P Z1 pontot; a c körül a maximális Bpc; rq körben legyenf pzq �° 8
n� 0 akpz � cqk .

Azt akarjuk igazolni, hogy a0 � a1 � : : : � 0; ha ez igaz, akkorBpc; rq-ben f konstans 0, a
körben minden pont gyök, és minden pont gyökök torlódási pontja, és ígyBpc; rq € Z1.

Indukció. Legyen am az els® olyan együttható, amir®l még nem
bizonyítottuk, hogy 0, tehát a0 � a1 � : : : � am� 1 � 0 már megvan,
és vizsgáljukam -et. (Ha m � 0, akkor a feltétel üres.)
Mivel c torlódási pontja Z -nek, vannak olyanw1; w2; : : : P Z pon-
tok, hogy wn � c éswn Ñ c.

A gpzq �
° 8

k� m akpz � cqk� m �
f pzq

pz � cqm
függvény szintén holom-

orf a Bpc; rq körben, folytonos c-ben, ésgpwnq �
f pwnq

pwn � cqm
� 0.

Tehát,
am � gpcq � lim

nÑ8
gpwnq � lim

nÑ8
0 � 0:

Ezek után Z1 az összefügg® nyíltD-nek nemüres, egyszerre nyílt és relatív zárt része, tehát a
teljes D, de akkorD � Z1 € Z € D miatt Z � D, vagyis f konstans0.

Következmény (végtelen rendben elt¶n® függvény)

Legyenf pzq holomorf a D tartományon.
Ha valamely pontbanf pcq � f 1pcq � f 2pcq � : : : � 0, akkor f konstans0.
Bizonyítás. Ha f pcq � f 1pcq � f 2pcq � : : : � 0, akkor f c körüli hatványsora a konstans0; a

konvergenciakörben, majd a teljes tartományon a függvény konstans0.

Következmény

Ha f pzq holomorf, nem konstans aD tartományon, akkor azf minden gyökének véges a multiplici-
tása.

Példa

Legyen az egységkörbenf pzq � sin
1

1 � z
.

A függvény gyökei1 �
1

k�
(k � 1; 2; : : :).

Miért nem mond ez ellent az unicitástételnek?
Válasz: Végtelen sok gyök van, de csak a határhoz torlódnak.
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Azonosságok, még egyszer

Az unicitástétel segítségével bizonyítás nélkül átvihetjük a valósból imsert azonosságokat komplexre.
Például a valós számok körébensinpx � yq � sinx cosy � cosx siny; ez automatikusan érvényes

marad a komplex számok körében is; az egyetlen apró technikai gond, hogy itt kétváltozós komplex
függvényekr®l van szó. Ezen úgy segíthetünk, hogy két lépésben, egyesével cseréljük a valós váltókat
komplexre.

El®ször rögzítsük azx valós számot, azy helyére írjuk aw komplex változót és tekintsük az

sinpx � wq ?� sinx cosw � cosx sinw p1q

egyenletet. Mindkét oldalon aw változó egy-egy egészfüggvénye áll, és azw valós értékeire az
egyenlet teljesül. A valósw értékek persze torlódnak a sík belsejében, tehát az unicitástétel szerint
a két függvény ugyanaz; az (1) egyenlet minden komplexw-re teljesül.

Most pedig rögzítsük aw komplex számot, és cseréljük ki az eddigi valósx-et egy z komplex
változóra:

sinpz � wq ?� sinz cosw � cosz sinw: p2q

Most is a két oldal egy-egy egészfüggvényez-nek, és láttuk, hogy a két oldal egyenl® az bármely
valós értéke esetén. Az unicitástételt újra alkalmazva azt kaptuk, hogy a (2) minden komplexz-re
igaz.

Érdemes elgondolkodni azon, hogy ez a módszer mennyiben használható a logaritmus és az
exponenciális függvények esetében. A logaritmus esetében maga a függvény létezése a gond, a
logpzwq � logz � logw egyenletet nem tudjuk elég sokz; w párra értelmezni.

Lokális aszimptotikus viselkedés

Legyenf pzq holomorf a c pontban, f 1pcq � f 2pcq � : : : � f pk� 1qpcq � 0 ésf pkqpcq � 0.
A hatványsorba fejtés miatt ac közelében

f pzq � f pcq �
f pkqpcq

k!
� pz � cqk � O

�
|z � c|k� 1

�
;

tehát a függvény kicsiben körtartó, de nem szögtartó: ac csúcsú szögeketk-val megszorozza.

Tétel (maximum-elv)

Ha f pzq holomorf, nem konstans aD tartományon, akkor:

(a)
�
�f pzq

�
�-nek nem létezik lokális maximuma.

(b1) Ha z1; z2; : : : PD, lim zn � w, és|f pznq| Ñ sup|f |, akkor w a D határán van.

(b2) Ha D korlátos, ésf folytonos aD lezártján, akkor |f | a maximumát csak a határon veszi fel.
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Bizonyítás. Ha c PD, ésBpc; rq € D, akkor a középérték-tulajdonság szerint

f pcq �
1

2�r

»

|z� c|� r
f pzq |dz|;

�
�f pcq

�
� �

�
�
�
�
�

1
2�r

»

|z� c|� r
f pzq |dz|

�
�
�
�
�
¤

1
2�r

»

|z� c|� r

�
�f pzq

�
� � |dz| ¤ max

|z� c|� r

�
�f pzq

�
�:

Egyenl®ség csak akkor lehetne, haf iránya és nagysága is állandó lenne a körvonalon; de akkor az
unicitástétel miatt f konstans lenne.

Tehát, akármilyen kicsi r -re �
�f pcq

�
�   max

|z� c|� r

�
�f pzq

�
�;

az |f |-nek nem lehet lokális maximumac-ben.
Ugyanez Parseval-formulával:

Legyenc körül f pzq �
8̧

n� 0

anpz � cqn .

Mivel f nem konstans, aza1; a2; : : : együtthatók nem mind nullák.

|f pcq|2 �| a0|2  
8̧

n� 0

|an |2r 2n �
1

2�

» 2�

0

�
�f pc � reit q

�
�2 dt¤

�
max

|z� c|� r

�
�f pzq

�
�
	 2

;

tehát
|f pcq|   max

|z� c|� r

�
�f pzq

�
�:

Van-e minimum-elv?

ˆ Ha f pcq � 0, akkor |f pzq|-nek c lokális minimumhelye.

ˆ Ha f pcq � 0, és c az |f pzq|-nek lokális minimumhelye, akkorc az |1{f pzq|-nek lokális maxi-
mumhelye, tehátf konstans.

Ha f -nek nincs gyöke, akkor van minimum-elv is.

Tétel (Schwarz-lemma)

Ha f : D Ñ D holomorf ésf p0q � 0, akkor

(a) |f 1p0q| ¤ 1;

(b) z � 0 esetén|f pzq| ¤ |z|;

(c) Ha az fentiekben egyetlen pontban is egyenl®ség van, akkorf pzqegy0 körüli forgatás: f pzq � cz
valamilyen |c| � 1-gyel.

Bizonyítás. Az f -nek a0 gyöke, tehát f pzq � gpzq �z valamilyen holomorfg függvénnyel.
A 0-ban f 1p0q � gp0q; azt kell igazolni, hogy|g| ¤ 1.

Legyenz1; z2; : : : PD olyan pontok, hogy|gpznq| Ñ sup|g|. Ha g nem konstans, akkor a maximum-
elv miatt |zn | Ñ 1. Ha g konstans, akkor mi választjuk a pontokat így.

1 ¥ | f pznq| � | gpznq| � |zn | Ñ sup|g| � 1 � sup|g|

Tehát az egész körlapon|g| ¤ 1.

Ha (a)-ban vagy (b)-ben, bármelyik bels® pontban egyenl®ség van, akkor ott|g| � 1. Az
maximum-elv szerint ez csak úgy lehet, hag konstans, gpzq � c; ez a konstans persze egységnyi,
és akkorf pzq � cz egy forgatás.
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10. Egészfüggvények
Együtthatóbecslés. Liouville-tétel. Nem konstans egészfüggvény értékkészlete s¶r¶. Kis Picard-tétel
(csak kimondani). A polinomok jellemzése nagyságrendekkel. Bizonyítás az algebra alaptételére.

Lemma (együtthatóbecslés)

Legyenf pzq �
° 8

n� 0 anzn egészfüggvény, és bármelyr ¡ 0-ra M prq � max|z|� r

�
�f pzq

�
�. Ekkor

|an | ¤
M prq

r n
:

Bizonyítás. Együtthatóformula, majd triviális becslés:

|an | �

�
�
�
�
�

1
2�i

»

|z|� r

f pzq
zn� 1

dz

�
�
�
�
�
¤ max

|z|� r

�
�
�
�

1
2�i

�
f pzq
zn� 1

�
�
�
� � 2�r ¤

1
2�

�
M prq
r n� 1

� 2�r �
M prq

r n
:

Vagy, a Parseval-formulából:

|an |2r 2n ¤
8̧

k� 0

|ak |2r 2k �
1

2�

» 2�

0

�
�f preit q

�
�2 dt¤ M prq2

Tehát |an | ¤
M prq

r n
.

Tétel (Liouville-tétel)

Ha egy egészfüggvény korlátos, akkor konstans.

Bizonyítás. Legyen a0 körüli hatványsor f pzq �
° 8

n� 0 anzn , a korlát |f pzq| ¤ M .

Az együtthatóbecslés szerintr ¡ 0-ra ésn ¥ 1-re

|an | ¤
M
r n

:

Az r Ñ 8 határátmenetb®l azt kapjuk, hogy|an | � 0 minden n ¥ 1-re, tehát f konstans.

Következmény

Ha egy egészfüggvény nem konstans, akkor az értékkészlete s¶r¶C-ben.
Bizonyítás. Indirekt. Tegyük fel, hogy az értékkészlet nem s¶r¶, vagyis van egyBpc; rq kör,

amelyben a függvény nem vesz fel értéket:
�
�f pzq � c

�
� ¥ r minden z-re.

Legyengpzq �
1

f pzq � c
; ez egy egészfüggvény és

�
�gpzq

�
��

1�
�f pzq � c

�
�¤

1
r

:

A Liouville-tétel miatt gpzq konstans, de akkor

f pzq �
1

gpzq
� c is konstans.
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Tétel (kis Picard-tétel)

Ha egy egészfüggvény nem konstans, akkor legfeljebb egy kivétellel minden komplex értéket felvesz.
Pl. az ez értékkészleteCzt0u.
Kevesebb is elég:

Tétel

Ha f pzq egészfüggvény éslim
zÑ8

f pzq
z

� 0, akkor f pzq konstans.

Bizonyítás. Legyen a0 körüli hatványsor f pzq �
8°

k� 0
akzk . n ¥ 1 ésr ¡ 1 esetén

|an | ¤
M prq

r n
¤

M prq
r

; Ñ 0 ha r Ñ 8 :

Tétel (a polinomok jellemzése)

Ha f pzq egészfüggvény, éslimzÑ8
f pzq
zn� 1

� 0, akkor f pzq legfeljebbn-edfokú polinom.

Bizonyítás. Legyen a0 körüli hatványsor f pzq �
8°

k� 0
akzk . Az együtthatóbecslés szerintr ¡ 1-ra

ésk ¥ n � 1-re

|ak | ¤
M prq

r k
¤

M prq
r n� 1

Ñ 0 ha r Ñ 8 :

Tehát, |ak | � 0 minden k � n � 1; n � 2; : : :-re, vagyisf pzq legfeljebbn-edfokú polinom.

Tétel (az algebra alaptétele)

Minden nem konstans komplex polinomnak van komplex gyöke.
Bizonyítás. Átfogalmazva: Ha egy polinomnak nincs gyöke, akkor konstans.
Tegyük fel, hogyppzq � anzn � : : : � a0 polinom, an � 0 és nincs gyöke.

Vizsgáljuk az f pzq �
1

ppzq
egészfüggvényt.

Az f folytonos, és véges határértéke van8 -ben:

lim
zÑ8

f pzq � lim
zÑ8

1
ppzq

� lim
zÑ8

1

zn �
�

an � an � 1
z � : : : � a0

zn

	 �

#
1

an
ha n � 0

0 ha n ¡ 0.

ezért f korlátos. A Liouville-tétel miatt f konstans, tehátp is konstans, kész.

Ugyanez, Liouville-tétel helyett maximum-elvvel:
Ha ppzq nem konstans, vagyisn ¡ 0, akkor lim

zÑ8
ppzq � 8 . A |ppzq|-nek van abszolút minimuma.

Ez egyben lokális minimum is, vagyis ott a függvényérték0.
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11. Laurent-sorok
Laurent-sorok konvergenciája. Kapcsolat a Fourier-sorokkal. Együtthatóformula. Egyértelm¶ség. Laurent-
sorba fejtés. Rac.tört függvények Laurent-sorba fejtése. Actg z függvény 0 körüli Laurent-sorának els®
három tagja. Parseval-formula.

De�níció

ˆ c körüli Laurent-polinom:

Ņ

n�� M

anpz � cqn � a� M pz � cq� M � a� M � 1pz � cq� M � 1 � : : : � aN pz � cqN

ˆ c körüli Laurent-sor:

8̧

n��8

anpz � cqn � : : : �
a� 2

pz � cq2
�

a� 1

z � c
� a0 � a1pz � cq � a2pz � cq2 � : : : �

�
8̧

n� 0

anpz � cqn �
8̧

n� 1

a� n

pz � cqn

� A Laurent-sor konvergens, ha mindkét irányban konvergens:
8°

n� 0
anpz� cqn és

8°

n� 1
a� n

�
1

z� c

	 n

is konvergens (hasonlóan az
³8

�8 alakú improprius integrálokhoz).

� Ha a� 1 � a� 2 � : : : � 0, akkor a sort hatványsornak tekintjük; ac-beli érték aza0.

Fourier-sor

f ptq �
8̧

n��8

anen�it � a0 �
8̧

n� 1

an � a� n

2
cospntq �

8̧

n� 1

an � a� n

2i
sinpntq

Olyan Laurent-sor, amit csak az egységkörvonalon vizsgálunk.

A Laurent-sor konvergenciatartománya
8̧

n� 0

anpz � cqn �
8̧

n� 1

a� n

pz � cqn
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ˆ A sor "pozitív" fele,
8°

n� 0
anpz � cqn egy hatványsor, ez valamilyen,c

középpontú,0 ¤ R1 ¤ 8 sugarúkör belsejében lokálisan egyenle-
tesen abszolút konvergens, a kör külsejében divergens. (A határral
most sem foglalkozunk.)

ˆ A sor "negatív" fele,
8°

n� 1

a� n
pz� cqn egy hatványsor, amelybe 1

z� c-t helyet-

tesítettünk; ez meg valamilyen,c középpontú,0 ¤ R2 ¤ 8 sugarú
kör külsejében lokálisan egyenletesen abszolút konvergens, belül
divergens.

ˆ LehetségesR2 ¡ R1 is; a számunkra érdekes eset, haR2   R1;
ilyenkor a konvergenciahalmaz egy "körgy¶r¶".
Ha a bels® sugár0, akkor csak ac pont hiányzik.
Ha a küls® sugár8 , akkor nincs is küls® kör.

ˆ Az egyenletes konvergencia miatt a sor mindkét fele egy-egy ho-
lomorf függvényhez konvergál, avagy, az els® fele egy hatványsor,
a másik fele pedig egy hatványsor és az1z� c függvény kompozíció-
ja, tehát a második fele is holomorf. Tehát, a Laurent-sor összege
holomorf.

Példák

Laurent-sor konvergenciatartomány

8̧

n� 0

zn

n!
�

8̧

n� 1

z� n

n!
0   | z|   8

8̧

n� 0

pz � 1qn

3n
�

8̧

n� 1

1
2npz � 1qn

1
2

  | z � 1|   3

8̧

n� 0

pz � 1qn �
8̧

n� 1

2n

pz � 1qn
H (2   | z � 1|   1q

Tétel (együtthatóformula)

Tegyük fel, hogy azR2   | z � c|   R1 körgy¶r¶n

f pzq �
8̧

n��8

anpz � cqn :

Ekkor bármely R2   r   R1 ésk PZ esetén

ak �
1

2�i

»

|z� c|� r

f pzq
pz � cqk� 1

dz:

Következmény

A Laurent-sor egyértelm¶.
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Bizonyítás.

1
2�i

»

|w� c|� r

f pwq
pw � cqk� 1

dw�
1

2�i

»

|w� c|� r

8̧

n��8

anpw � cqn

pw � cqk� 1
dw

�
1

2�i

»

|w� c|� r

� 8̧

n��8

anpw � cqn� k� 1



dw�

8̧

n��8

�
an �

1
2�i

»

|w� c|� r
pw � cqn� k� 1 dw




�
8̧

n��8

an �
"

1 ha n � k � 1 � � 1
0 ha n � k � 1 � � 1

*
� ak :

Tétel (Laurent-sorba fejtés)

Ha f holomorf a R2   | z � c|   R1 körgy¶r¶n, akkor a c körül a függvény Laurent-sorba fejthet®
ezen a halmazon:

f pzq �
8̧

n��8

anpz � cqn ; ha R2   | z � c|   R1,

és az együtthatók:

an �
1

2�i

»

|w� c|� r

f pwq
pw � cqn� 1

dw bármely R2   r   R1-re.

Bizonyítás. Vegyünk egy tetsz®legesz pontot a gy¶r¶b®l. Az körül egy kicsi� ¡ 0 sugarú körön
írjuk fel a Cauchy-formulát. Legyenr1 ésr2 két sugár,R2   r2   | z � c| � � és|z � c| � �   r1   R1.
A kis kört átnyomorgatjuk az r1 sugarú, pozitív irányítású
 1 kör és azr2 sugarú, negatív irányítású

 2 kör uniójává.

f pzq �
1

2�i

»

|w� c|� �

f pwq
w � z

dw �
1

2�i

»


 1

f pwq
w � z

dw �
1

2�i

»


 2

f pwq
w � z

dw:
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Másképpen: Felírjuk az általános Cauchy-formulát a két új körb®l álló rendszerre: Bármilyen, a
körgy¶r¶ külsejében felv® pontra, a két kör indexének összege0, tehát

1
2�i

»


 1

f pwq
w � z

dw �
1

2�i

»


 2

f pwq
w � z

dw �
�
npz; 
 1q � npz; 
 2q

�
� f pzq� 1 � f pzq:

A nagyobbik körön
�
� z� c

w� c

�
� � |z� c|

r 1
  1. Az els® vonalintegrál:

1
2�i

»


 1

f pwq
w � z

dw �
1

2�i

»

|w� c|� r 1

f pwq
pw � cq � p z � cq

dw �

�
1

2�i

»

|w� c|� r 1

f pwq
pw � cq

�
1

1 �
z � c
w � c

dw �
1

2�i

»

|w� c|� r 1

f pwq
pw � cq

�

�
8̧

n� 0

�
z � c
w � c


 n
�

dw �

�
8̧

n� 0

�
1

2�i

»

|w� c|� r 1

f pwq
pw � cqn� 1

dw

�

� pz � cqn �
8̧

n� 0

an � pz � cqn :

Ez lesz a Laurent-sor "pozitív" fele.
A kisebbik körön

�
� w� c

z� c

�
� � r 2

|z� c|   1. A második vonalintegrál:

1
2�i

»


 2

f pwq
w � z

dw � �
1

2�i

»

|w� c|� r 2

f pwq
w � z

dw �
1

2�i

»

|w� c|� r 2

f pwq
z � w

dw

�
1

2�i

»

|w� c|� r 2

f pwq
pz � cq � p w � cq

dw �
1

2�i

»

|w� c|� r 2

f pwq
pz � cq

�
1

1 �
w � c
z � c

dw

�
1

2�i

»

|w� c|� r 2

f pwq
pz � cq

�

�
8̧

k� 0

�
w � c
z � c


 k
�

dw�
8̧

k� 0

�
1

2�i

»

|w� c|� r 2

f pwqpw � cqk dw

�

� pz � cq� k� 1 �

�
� 1¸

n��8

�
1

2�i

»

|w� c|� r 2

f pwq
pw � cqn� 1

dw

�

� pz � cqn �
� 1¸

n��8

an � pz � cqn :

Ez pedig a Laurent-sor "negatív" fele, kész.

Példák

Azonos középpontú, de különböz® körgy¶r¶kön lehet különböz® a Laurent-sor.

Ha |z|   1, akkor
1

1 � z
� 1 � z � z2 � z3 � : : : ;

Ha viszont |z| ¡ 1, akkor

1
1 � z

�
� 1
z

�
1

1 � 1
z

� �
1
z

�
1
z2

�
1
z3

� : : : :

Az f pzq �
1

1 � z
�

1
2 � z

függvény Laurent-sorai

|z|   1 1   | z|   2 2   | z|
8̧

n� 0

�
1 �

1
2n� 1



zn

8̧

n� 0

zn

2n� 1
�

8̧

m� 1

� 1
zm

8̧

m� 1

� 1 � 2m� 1

zm
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Program: racionális törtek Laurent-sorba fejtése

Pl. f pzq �
z4 � z � 1

z3 � z2
az 1 körül, az 1   | z � 1|   2 gy¶r¶n

1. maradékosan osztunk, parciális törtekre bontjuk:f pzq � z � 1 �
1
z2

�
1

z � 1
.

2. a magasabb fokú törtek deriváltak, pl.
1
z2

�
�

� 1
z


 1

3. átírjuk pz � 1q-gyel: f pzq � p z � 1q �
�

1
1 � p z � 1q


 1

�
1

pz � 1q � 2

4. minden nevez®b®l kiemeljük a nagyobb tagot:f pzq � p z � 1q �
�

1
z � 1

�
1

1 � 1
z� 1


 1

�
1
2

�
1

1 � z� 1
2

5. átírjuk mértani sor összegévé:f pzq � p z � 1q �
�

1
z� 1 �

8°

k� 0

�
� 1

z� 1

	 k

 1

� 1
2 �

8°

k� 0

�
� z� 1

2

	 k

6. rendezzük, csoportosítjuk.

Példa

A 0 körül, a 0   | z|   � körben, írjuk fel ctg z Laurent-sorának els® néhány tagját.
Ha |z| kicsi, akkor

ctg z �
cosz
sinz

�
1 � z2

2 � z4

24 � Op|z|6q

z
�

1 � z2

6 � z4

120 � Op|z|6q
	 �

1
z

�
�

1 �
z2

2
�

z4

24
� Op|z|6q



�

1

1 �
�

z2

6 � z4

120 � Op|z|6q
	

�
1
z

�
�

1 �
z2

2
�

z4

24
� Op|z|6q



�

8̧

k� 0

�
z2

6
�

z4

120
� Op|z|6q


 k

�
1
z

�
�

1 �
z2

2
�

z4

24
� Op|z|6q



�

�

1 �
�

z2

6
�

z4

120



�

�
z2

6


 2

� Op|z|6q

�

�
1
z

�
�

1 �
z2

2
�

z4

24
� Op|z|6q



�
�

1 �
z2

6
�

7z4

360
� Op|z|6q

�

�
1
z

�
z
3

�
z3

45
� Op|z|5q:

Tétel (Parseval-formula Laurent-sorokra)

Ha f pzq holomorf a |z| � r körvonalon (tehát holomorf egy kicsivel nagyobb körgy¶r¶n), és itt a0

körüli Laurent-sora f pzq �
8°

n��8
anzn , akkor

1
2�

» 2�

0

�
�
�f preit q

�
�
�
2

dt �
8̧

n��8

|an |2r 2n :

Az r � 1 esetben
1

2�

» 2�

0

�
�
�f peit q

�
�
�
2

dt �
8̧

n��8

|an |2:

52



Bizonyítás.

1
2�

» 2�

0

�
�
�f preit q

�
�
�
2

dt �
1

2�

» 2�

0
f preit q �f preit qdt �

1
2�

» 2�

0

� 8̧

n��8

anpreit qn


� 8̧

m��8

ampre� it qm



dt

�
8̧

n��8

8̧

m��8

�

anam r n� m 1
2�

» 2�

0
epn� mqit dt

�

�
8̧

n��8

8̧

m��8

anam r n� m

"
1 ha n � m
0 ha n � m

*
�

8̧

n��8

|an |2r 2n :
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12. Izolált szingularitások
Izolált szingularitások osztályozása. A megszüntethet® szinularitások, pólusok és lényeges szingularitások
jellemzése. Aze1{z viselkedése a0 közelében. Casorati-Weierstrass tétel. Nagy Picard tétel (csak
kimondani). Viselkedés a8 -ben.

De�níció

ˆ Az f pzq-nek a c pontban "izolált szingularitása" van, haf holomorf a c egy 9Bpc; rq pontozott
környezetében, de nem értelmesc-ben. Ezen belül:

� Az f pzq-nek ac pontban "megszüntethet® szingularitása" van, ha van olyan,c-ben holom-
orf gpzq függvény, amelyre (c kivételével) f pzq � gpzq.
Ha f pzq-nek megszüntethet® szingularitása van, akkor azt is szokás mondani, hogyf pzq
"holomorf" c-ben.

� Az f pzq-nek a c pontban "m-edrend¶ pólusa" van, haf pzq �
gpzq

pz � cqm
, ahol m pozitív

egész,gpzq holomorf c-ben ésgpcq � 0.

� Az f pzq-nek a c pontban "lényeges szingularitása" van, hac nem megszüntethet® szingu-
laritás, és nem is pólus.

Példák

ˆ A
sinz

z
függvénynek megszüntethet® szingularitása van a0-ban.

ˆ A ctg z függvénynek els®rend¶ pólusa van a� többszöröseiben.

ˆ Az e1{z4
függvénynek lényeges szingularitása van a0-ban.

Megszüntethet® szingularitások

Tétel (megszüntethet® szingularitások jellemzése)

Tegyük fel, hogyf pzq-nek izolált szingularitása van ac pontban. és ac egy pontozott környezetében
a Laurent-sorba fejtése

f pzq �
8̧

n��8

anpz � cqn :

Ezek ekvivalensek:

(a) Az f pzq-nek ac pontban megszüntethet® szingularitása van.

(b) a� 1 � a� 2 � : : : � 0.

(c) limzÑ c f pzq létezik és véges.

(d) A c egy pontozott környezetébenf pzq korlátos.

(e) lim
zÑ c

�
pz � cq �f pzq

�
� 0.

Bizonyítás. (a)ô (b), mert a hatványsor lesz a Laurent-sor és fordítva.

(a)ñ (c)ñ (d)ñ (e) triviális.

(e)ñ (b): Legyen k tetsz®leges pozitív egész; megmutatjuk, hogya� k � 0.
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Veszünk egy elég kicsir sugarat, felírjuk az együthatóformulát, majd triviális becslés:

|a� k | �

�
�
�
�

1
2�i

»

|z� c|� r
f pzq � pz � cqk� 1 dz

�
�
�
� ¤

�
1

2� max
|z� c|� r

|f pzq| �r k� 1
	

� 2�r �

�
�

max
|z� c|� r

|pz � cq �f pzq|
	

� r k� 1:

Most r Ñ 0. A feltétel szerint lim r Ñ 0� max|z� c|� r |pz � cq � f pzq| � 0. A második tényez®,r k� 1

konstans, hak � 1, és0-hoz tart, ha k ¥ 2.
A határérték mindenképpen0, tehát a� k � 0.

Pólusok

Tétel (pólusok jellemzése)

Tegyük fel, hogyf pzq-nek izolált szingularitása van ac pontban, a c egy pontozott környezetében a

Laurent-sorba fejtésef pzq �
8̧

n��8

anpz � cqn , ésm pozitív egész.

Ezek ekvivalensek:

(a) Az f pzq-nek ac pontban m-edrend¶ pólusa van.

(b) a� m � 0, ésa� m� 1 � a� m� 2 � a� m� 3 � : : : � 0.

(c) Az 1{f pzq függvénynek ac pontban m-szeres gyöke van.

(d) lim
zÑ c

�
pz � cqm f pzq

�
létezik, véges és nem0.

Következmény

f pzq-nek akkor és csak akkor van pólusac-ben, halim
zÑ c

f pzq � 8 .

Bizonyítás. (a)ñ (b): Egy c-ben holomorf, nemnullagpzqfüggvénnyelf pzq �
gpzq

pz � cqm
. Vegyük

gpzq hatványsorát c körül, és osszuk elpz � cqm -mel, megkapjuk f pzq Laurent-sorát. Trivi, hogy
a� m� 1 � a� m� 2 � : : : � 0 ésa� m � gpcq � 0.

(b)ñ (a): legyengpzq �
° 8

n� 0 an� mpz � cqn , akkor f pzq �
gpzq

pz � cqm
ésgpcq � a� m � 0.

(a)ô (c): Ha f pzq �
gpzq

pz � cqm
ésgpcq � 0, akkor

1
f pzq

� p z � cqm �
1

gpzq
és fordítva.

(a)ñ (d): f pzq �
gpzq

pz � cqm
ésgpcq � 0, tehát lim

zÑ c

�
pz � cqm f pzq

�
� lim

zÑ c
gpzq � gpcq � 0:

(d)ñ (a): A gpzq � p z � cqm f pzq függvénynek véges, nemnulla határértéke van, tehátgpzq-nek
megszüntethet® szingularitása vanc-ben, gpcq értéke nem0.

Lényeges szingularitások

Következmény (lényeges szingularitások jellemzése)

Tegyük fel, hogyf pzq-nek izolált szingularitása van ac pontban, a c egy pontozott környezetében a

Laurent-sorba fejtésef pzq �
8̧

n��8

anpz � cqn .

Ezek ekvivalensek:
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(a) Az f pzq-nek ac pontban lényeges szingularitása van.

(b) Az a� 1; a� 2; : : : együtthatók között végtelen sok nemnulla van.

(c) A lim
zÑ c

f pzq határérték nem létezik (véges és végtelen sem).

Példa: Az e1{z szingularitása a 0-ban

e1{z � 1 �
1
z

�
1

2z2
�

1
6z3

� � � � �
8̧

n� 0

1{n!
zn

Mindegyik holdacska képe a teljes komplex sík, kivéve a0 pontot.

Példa: Az expp1{iz � �i {3q hatása a 0 közelében

Casorati�Weierstrass tétel

Ha f pzq-nek lényeges szingularitása van ac pontban, akkor

ˆ bármely � PC Y t8u -hez van olyanpz1; z2; : : :q sorozat, amelyrezn � c, zn Ñ c ésf pznq Ñ � .

ˆ Bármely r ¡ 0-ra, a 9Bpc; rq pontozott környezett f szerinti képe,f
�
p 9Bpc; rq

�
s¶r¶ C-ben.

56




