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1. Komplex differencidlhatésag

Komplex szamok. Komplex sik. A komplex sik geometriai transzforméciéi. Hatarérték co-ben. Riemann-
gbémb. Komplex differencidlhatéség, geometriai jelentés. Cauchy—Riemann-egyenletek. Holomorf fiigg-
vény. Egészfiiggvény. Az inverzfiiggvény differencidlési szabélya.

Komplex szamok

Ezeket mind tudjuk algebrabdl, geometriabdl, esetleg kozépiskolabdl és versenyekrol.

A komplex szamokat gy kapjuk, hogy a valés szamok testét bévitjiik i-vel, ami az 22 = —1
egyenlet gyoke, vagyis C = R(7).

A z komplex szam algebrai alakja z = x + yi, ahol x,y € R; x = Rez és y = Im z a z valds,
illletve képzetes része. (Tehat a képzetes rész is valds.)

Az x,y betliket szeretjiik fenntartani a valés és képzetes résznek, ezért komplex szamok jelolé-
sére inkabb mas betiiket fogunk hasznélni, féleg a z-t, de gyakran eléfordul z.w.(, &, w stb.

Z = x —yi a z konjugaltja, |z| = v/22 + y2 a z abszolut értéke vagy hossza, és persze |z|> = 2Z.

z # 0 kompex szam trigonometrikus alakja z = r(cos ¢ + isinp), ahol r = |z|, ¢ = argz a z
argumentuma.

Az argumentum csak modulo 27 egyértelmi; gy is mondhatjuk, hogy a (R, +)/27Z faktor-
csoportnak eleme.

A trigonometrikus alakkal szép a szorzas, az osztas, az egész kitevos hatvanyozas és a gyokvonas,
mert |21z = |2z1| - |22| és  arg(z1z2) = arg z; + arg 2

A két val6s koordinata miatt a komplex szdmokat a sik (R?) pontjaival szeretjiik azonositani.
A topolégia a szokésos, ugyanaz, mint R2-ben:

— kornyezetek, nyilt és zart halmazok, 0sszefliggdség
— szamsorozatok és sorok konvergencaja
— fiiggvények hatéarértéke, folytonossag, egyenletes folytonossag

— fiiggvénysorozatok és -sorok pontonkénti és egyenletes konvergencaja, konvergenciakrité-
riumok



Hasonlésagi transzformaciok

e z— z+ b: eltolas a b vektorral

o 2z — Z: tikrozés a valos tengelyre

o 2z +— —z kozéppontos tikrozés a 0-ra

e 2z a- z forgatva nyujtas a 0 koriil; ardnya |a|, szoge arg a.

ezek kombinacioi:

— a -z + b (irdnyitastartd)

— a-Z+ b (irdnyitasvalto)
Példa
Irjuk fel képlettel a képzetes tengelyre vald titkrozést.

1. megoldas: A képzetes tengelyt a valés tengelyre forgatjuk, tikroziink, visszaforgatunk:

2. megoldés: A képletet f(z) = az + b alakban keressiik. Két pont képe meghatarozza a, b-t.
Pl f(0) =0, f(1) = —1. Megoldva a = —1, b = 0, tehat f(z) = —z.



Két fontos fiiggvény: 1/z és 1/z

1 1 1 1 1
- = - =— arg — = —arg z, arg — = arg z
1. . P
- e —: inverzi6 az egységkorvonalra
Z

: tikrozott inverzio
z

Riemann-gomb

A sikot 1 db, oo nevii ponttal kompaktifikaljuk. Nincs minden irdnyhoz kiilon végtelen, 0sszesen csak
egy végtelen van. z — oo és |z| — o0 ugyanazt jelenti.

Elnevezések
o "tartomany": nemiires, 6sszefiiggd, nyilt része C-nek
o 'egységkor: D ={zeC:|z] <1}
o 'zart egységkor': D ={ze C: |z] < 1}
o 'egységkorvonal": {z e C: |z| =1}

o "(egyvaltozés) komplex fliggvény": C egy részhalmazardl képez C-be

Komplex differencialhatésag

Definicié

Tth. f komplex figgvény, B(a,ro) < D(f).

f(z) = f(a)

létezik és véges; a jele fl(a).
z—a

Az f differencialhaté a-ban, ha ;in%

A szokdsos ekvivalens atirdasok:

f(z) = fa)+ fi(a) - (z—a) +o |z —al ,
f(2) = fa) + fi(a) - (= —a) +2(2) - ( —a) vagy
f(2) = fla) + fi(a) - (z —a) +2(2) - |2 —a

(limg e = 0, vagy ¢ folytonos a-ban és £(a) = 0)
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Trivialis

Ha f differencidlhat6 az a pontban, akkor f folytonos a-ban.

Geometriai jelentés, kovetkezmények

Feltéve, hogy f!(a) # 0:
F(2) = f(a) = fofsgorhioomdin + Tedrodt

forgatva nyujtas zaj

o szogtartod
o irdnyitastarto
o kicsiben kortart6 (kicsi kor képe kicsi kb. kor)

Kicsi korvonal képe aranyosan kicsi korvonal+zaj. Ha f'(a) = 0, akkor csak zaj...

Tétel (differencialasi szabéalyok)
A valos figgvényekre tanult differencidlasi szabalyok komplexben is érvényesek:

e =02 =1

c (f+9=f+yg

c (fr9)=fg+fg

o _ et
9 9°

o« fl9(2)) = fi(9(2)) - ¢'(2).

A bizonyitas betilirol betiire ugyanaz, mint valésban.

Tétel (inverzfiiggvény differencialasi szabalya, 0. valtozat)

Tfh. f(z) differencidlhaté a-ban, f(a) = b, és f'(a) # 0;
g(w) értelmes b egy kornyezetében, ott f(g(w)) = w, g(b) = a és g folytonos b-ben.

Ekkor g differencialhat6 b-ben, és ¢'(b) = @)
a
Bizonyitas. A z = g(w) helyettesitéssel, ha w — b, akkor z = g(w) — ¢(b) = a, f(2)
flg(w)) =w — b= f(a),

000 cma
wb w—=25> z a f(z) — f(a) fl(a)‘

Jo kérdés, hogy tényleg sziikség van-e g folytonossagara, vagy csak az eléadé tigyetlen.
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Példa
Hol differencidlhaté az f(z) = z fuggvény?

fe)~fla) . z-a _,

lim ———~ = lim
Z a

z'a z-—aq z—a
vagy,
z = a+ r(cosp + isin p)-vel f(z) = J{a) = rlcosy - z.s%n ?) = oS 2¢ + isin 2¢
z—a r(cos ¢ + isin p)

a hossza egységnyi, az irdnya 2¢, barmi lehet. Nincs hatarérték; z sehol sem differencialhaté.

Z nem is irdnyitastarto.
Két tiikrozés egytitt éppen visszaforditja az iranyitast.
Hasznos trivialitas

Ha az f(z) fiiggvény differencidlhaté az a pontban, akkor a

g9(w) = f(w)

fiiggvény differencialhaté az @ pontban és ¢'(a) = fi(a).

Bizonyitas.
i ) =9@ _y S@-a_y fE e JEme
w a w — a Z a 7 —q zZ a zZ—aq z a z—q

Mi a diff. hatésig definicidja, ha a fiiggvényt kétvaltozos, R2-be képezd fiiggvénynek tekintjitk?

Tétel (Cauchy-Riemann egyenletek)

Legyen f(x + yi) = u(x,y) + v(z,y)i (u,v valés értékiiek).
Az f akkor és csak akkor differencidlhaté az a + bi pontban, ha u és v valds értelemben differen-
cidlhaté az (a, b) pontban,

ou ov ou ov
—(a,b) = —(a,b : —(a,b) = ——(a,b
Teb =S 6 S-S
u L C c —d cosp —singp ,
avagy, az ; leképezés Jacobi-matrixa az (a,b) pontban d ¢ = R- sinp  coso alaka.

Bizonyitas. Elég a = b = 0-ra bizonyitani. (r = /22 + 4%, c¢,deR). FEzek ekvivalensek:
o fY0) =c+di = R(cosp + isiny)

e fax+yi — f(0)=(c+di)(x+yi)+ o(r)

o u(x,y)+v(z,y)i — u(0,0) +v(0,0)i = (cx—dy)+ (dzx + cy)i+ o(r)

o u(z,y) —u(0,0) =cx—dy+o(r) é v(x,y)—v(0,0)=dxr+cy+o(r)

, . , _ Ju v , _ du v
o u és v diffhaté (0,0) pontban, ¢ = a—x(0,0) = @(0,0) és d= 2 (0,0) = &xm’ 0)



Definici6
e f(2) az a pontban "holomorf", vagy "regularis', ha az a egy kornyezetében differencialhato.
e f(2) a D tartomanyon "holomorf", vagy 'reguldris', ha D minden pontjaban differencialhaté.
o f(2) "egészfiiggvény', ha az egész sikon holomorf.

« O(D) a holomorf D — C fiiggvények rendszere (vektortere).

Kovetkezmény

Tegytik fel, hogy f holomorf a D tartoméanyon.

Ha Re f vagy Im f konstans, vagy ha f! = 0, akkor f konstans.

Bizonyitas. Legyen f = u+ vi. Ha u = Re f vagy v = Im f konstans, akkor a Cauchy-Riemann
egyenletek szerint f' = ux — uyi = 0, illetve f' = vy + vgi = 0.

Ha f' = 0, akkor fx = fy, = 0, {gy minden vizszintes és fiigg6leges szakaszon f konstans. A D
barmely két pontja 6sszekotheto ilyen szakaszokkal.

Feladat

Legyen u(x,y) = eXcosy. Irjuk fel az ésszes olyan v(z,y) fiiggvényt, amelyre

x +yi— u(z,y) + v(z,y)i

egészfiiggvény.
Megoldas: A Cauchy-Riemann egyeletekbdl o(2,)
Vx = —uy = €*siny, vy = Uux = € cosy. E
Legyen C' = v(0,0). [0.0) o

v(x,y) =v(0,0) + v(z,0) —v(0,0) + v(z,y) —v(x,0) =

»X ))y »X ))y
=C+ w(§0)dé+  wy(r,()d¢=C+ 0d¢+ €“cos(d( =C +¢esiny.
0

0 0 0
Ellendrizni kell, hogy tényleg teljesiilnek a Cauchy-Riemann egyenletek.

Mercator-térképek

Nem egyenes- és nem aranytartd, viszont szog- és kicsiben kortarto.



Leképezés komplex fiiggvényekkel

Egy Van Gogh képpel és a tiillorképeivel kicsempézték a sikot, és alkalmaztak ra egy holomorf fiigg-
vényt.

Leképezés komplex fiiggvényekkel

Ugyanaz, csak Rembranttal (éjjeli érjarat)



https://www.kunst-fuer-alle.de/english/fine-art/artist/image/vincent-van-gogh/26/1/539041/field/index.htm
https://en.wikipedia.org/wiki/The_Night_Watch

2. Hatvanysorok

Hatvanysor konvergencidja. Differencidlhatésag. Cauchy-Hadamard tétel. Taylor-egytitthato, egyértel-
miiség. Analitikus fiiggvények.

Hatvanysorok

¢ koriili hatvanysor

NQO

an(z — )" (c,ane C; 0°=1)

Példak
n
| — az egész sikon konvergens
nn

S

®

e, n"(2—2)" csak a z = 2 pontban konvergens

S

o 2" az egységkor belsejében konvergens, a korvonalon és kiviil divergens

(z+1)"
n2

S

L a —1 kozépponti zart egységkorlemezen konvergens, kiviil divergens

n
| — a zart egységkorlemezen konvergens, kivéve a z = 1 pontot
n

S0

Tétel
8

« AT an(z — ¢)" hatvdnysor konvergenciahalmaza egy ¢ kozépponti korlemez, a sugardt hivjuk

n 0
a sor konvergenciasugaranak. A konvergenciasugar lehet 0 és oo is.

o A korlemez belsejében a sor abszolut konvergens, kiilsejében divergens; a hataron sokféle eset

eléfordulhat.

o Barmilyen, kisebb sugart korlemezen a sor egyenletesen konvergens.

Ezt szeretjiik, mert abszolut konvergens sorokkal mindenféle machinédciét szabadon elkovethetiink,

az egyenletes konvergencia pedig jol jon, ha majd integralni akarunk.

Cauchy—Hadamard tétel
8

A an(z — ¢)" hatvanysor konvergenciasugara
n o0

_ 1

- a
limsup " |an|

(Ha a lim sup értéke 0, akkor a konvergenciasugar végtelen.)



Bizonyitas. Elég ¢ = O-ra.

(a) Ha zzaz R sugart korlemez kiilsejében van, vagyis |z| > R, ak-
kor limsup " |an| > é Emiatt végtelen sok olyan n index van, amelyre
a a

" lan| > é Az ilyen n-ekre " |an| - |z| > 1, tehdt |anz"| > 1. Akkor
viszont a sor tagjai nem tartanak 0-hoz, a sor nem lehet konvergens.

(b) Vélasszunk most egy tetszéleges 0 < r < R sugarat, és vizsgaljuk a sort az r sugart zart

korlemezen. Legy(zg % <m < %

Mivel limsup " |an| = & < m, elég nagy n esetén " |an| < m. Akkor pedig bérmely z < r-
re |anz"| < m™r™ = (mr)", a hatvanysor egyenletesen majoralhaté a  (mr)" konvergens mértani
sorral. Tehat, a Weierstrass-kritérium szerint az r sugaru zart korlemezen a sor egyenletesen abszolut
konvergens.

Ez barmely r < R esetén elmondhatdé, tehat a sor a R sugard kor belsejében abszolit konvergens.

Tétel
8
Tegyiik fel, hogy az f(z) =  an(z — ¢)" hatvanysor konvergenciasugara R.
n 0
8
(a) A tagonkénti derivaltakbol 4116 nan(z — ¢)™ ! konvergenciasugara is R.
n 1

(b) A konvergenciakor belsejében f differencialhaté.

8
(c) A konvergenciakér belsejében f!(z) =  nan(z — )" !, vagyis szabad tagonként derivélni.
n o1
g e
an(z—c)" = nap(z —c)"
n o n 1
8 8
Bizonyitas. (a): nan(z —c)" ! konvergenciasugara ugyanaz, mint  nan(z —c)" konvergen-
n1 n1
ciasugara, ami
1 1 1
- ? — = | = 4& = - R
limsup " [nan|  limsup effian " lan| limsup " |an|
1

(5

Bizonyitas. (b,c): Ismét ¢ = 0; z tetszbleges pont a koron belil, és |z| < r < R.
Tudjuk, hogy az  nlan|r™ ! sor konvergens.
Csak olyan w szamokat fogunk hasznalni, amelyekre |w| < r.

8 n n 8

w) — f(z W =z =
M: an———— = an w" P a4 42"

w—z h W=z -

1

(%)

Az n-edik tag az ap - nz"
felcserélni.

szamhoz tart. Jo6 lenne a szummat és a tagonkénti hatarértéket
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Legyen ¢ > 0 tetsz6leges. Ehhez van olyan N, hogy ” nlan|r™ 1 <
n N 1

. Ezekhez van olyan

=] M

0<d<r—|z],hogy we B(z,0) és 1 <n < Nesetén an w" '+ ... 42" ' —naz" ' < 5, igy

f(w)_f(z) § n 1 § n 1 n 1 n 1
nanz = an W + + z nz <
w— 2
n i n i
< an W P4+ 42" —nap" D+ lan] - 20" L < N — +2. - =¢.
n 1 n N 1 2N 4

Alternativ befejezés:

A (») sort dominélja az  nlan|r" ! konvergens sor, mert an, w" ' +... +2" 1

A dominalt konvergencia tétel miatt az Osszeg és a w — z hatarérték felcserélheto:

8
w) — f(z >
lim—f( ) f()zlim an w" P a4 42N =
w Zz w —z w Zz
n 1
g g
= Vlvlmz an w" L™ a4 4" = an -nz" L
n 1 n 1
Ko6vetkezmények
g
f(z)= an(z—0)"
n 0

o f(z) a konvergenciakor belsejében holomorf.

e f(2) a konvergenciakor belsejében akarhdnyszor differencialhato.

pkq
L]
k!
8 8
o A hatvanysor egyértelmii: Ha  apn(z—¢)" =  bn(z —¢)" a ¢ pont egy kornyezetében, akkor
n o0 n o0
an = by, minden n-re.
Példa
1
fR)=1+z2+22+22+... = . (2 eD)
Nézetre emelve:
1 g g g . g
[P = — = 2" 2" = M= (k1)K
(1_2) n o m 0 k Om n Kk k 0
Derivélva:
1 g ' 8 g
fl(z) _ _ Zn _ (Zn)l _ nzn 1
(1 - Z)2 no n o n 1
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— Akarsz egy analizist hallani?

— Mi?... Ez megint olyan, mint az alomkor.
— Az analizis aprélékos elemzése valaminek, amit csak részleteibol érthetiink meg.
Valaki nyomban a fivérem tavozasa utan belépett Helena Aldingtonhoz. Ott talalta
Tom Leven kalapjat, és leszurta a not, tudva azt, hogy mindenki Tomot fogja
gyanusitani. Errol mi a véleményed?
— Szerintem az analizis olyan dolog, amit meg lehet fogni a gyilkos helyett, de nem
lehet felakasztani. Hogy én is mondjak egy analizist: kinek &llt érdekében elintézni
a fivéredet, és megdlni a n6t? Talan annak az embernek, aki a né utjan a fivéredtél
ellopta a talalméanyt.
— Bravé! Ez nagyon j6 analizis. Mindenesetre, ha tudnank, hogy ki nyujtotta be
azt a hasonlé taldlmanyt, talan kozelebb jarnank az iigy megoldédsadhoz. Ha nem is
0 Olte meg Helena Aldingtont, talan valaki, aki az 6 személyével Osszefiigg. Mi a
véleményed?
— Hogy elég mar az analizisen ragédni, menjiink inkabb a biifébe.

(Rejt6: Elveszett cirklélo)
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3. Elemi fiiggvények

Exponencidlis, logaritmus és trigonometrikus fiiggvények. A logaritmus és a hatvanyfiiggvény értelme-
zésének problémai, tobbértéki fiiggvény holomorf aga.

Elemi fiiggvények definicioi

A valos hatvanysorokat kiterjesztjitk komplexre:

Definici6
g .n 22 2 2t PSS
z _ _ o oy s s s
Coerrs TRttty tata et
8 2k 2 4 6 8
> z z z z z
= —1)k =l-=4+=—-—=—-= + —
8 2k 1 3 5 7 9
> z z z z z
sinz = e Ead o 4 —
K O( ) (2k + 1)! 35 79l

Ezek az egész sikon konvergensek.

Tétel (exp z tulajdonsagai)

() (=c (b)) F=e& () W=etot

Bizonyitas. (a,b) trivi a hatvanysorbdl. (c):

g 1 g4, 12 4, g 41 1 n
6z wo_ '(Z+w>n _ 7‘ L kan k _ 7' ﬁzkwn k _
no' no™ ko no™ o Rl(n—k)!
8 n Sk wh K 8 8 Sk wh K 8 oK 8 wm W
— _ = _ = . R =e" e .
| — k) | — k) | |
nok okt (=R Lk (n—k)! o K oo M

Alternativ bizonyitds: Rogzitjiikk a s = z + w szamot. Legyen f(z) = e* - €5 2.

fl(z):(ez. ] 2)12(62)1-65 z+ez_<es 2)1262-65 z+€z_<_€s z>:0_
f konstans, f(z) = f(0) = e°.

Tehat e - eV = e - €5 2 =5 =2 W,

gy

Tétel
o e =cosz+isinz, e Y% =cosz—isinz
o XY =¢X.(cosy+ isiny); e? # 0; e?| = R arge? =Imz (mod 27)

e ¢ periodikus 277 szerint

ez +e 12 L & teV ey —e
¢ COSZ = — cos(x + yi) = ———cosx + i————sinx
2 2 2
' eiz_eiz ) . ey_i_ey' ,ey—ey
> sing=——p— Sln(x—i—yz):Tsmx—s—zTcosx
i
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e oSz és sin z periodikus 27 szerint
o (cosz)!=—sinz, (sinz)'=cosz

o A megszokott trigonometrikus azonossagok érvényesek

Bizonyitas.
iz (2?2 (i)' (i2)°  (i2)° | (i2)T | (i2)® | (i2)?
ettt T e T e T
A AR A A +i PLE_ELP +isi
= 1——=+————=+—=—+... i 2——+—~———+—-—+... =cosz+isinz
ST 31 T 7 Tl
Példaul

COSz-cosw —sin z -sinw =

eZI+e Z1 €WI+€ wi eZI_e Z1 eWI_e wi

2 2 2% 2
(€Zi te zi)(ewi P Wi) + (€Zi —e zi)(ewi —e wi)
= 1 =
eh? wai Te pz waqi
= 5 = cos(z + w).

A t6bbi azonossagot ugyanigy lehetne ellenérizni.

Viszszintes egyenes képe félegyenes, fiiggoleges egyenes képe kor, sav képe szogtarto-
many

271

exp 2
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Hatarértékek, ha y N 8

yN8 |yN8
gz ey X 0 8
. . 1
e 1Z ey Xl eliz 8 0
iz iz
CcoSsz éie 8 8
2
. z e iz
_ 8 8
sinz >
etz 1 1 ez .
tgz I o 1 |m i i
ez 1 1 e 2z . .
ctgz i o 1 i 1 o2 i i

Komplex logaritmus?

Olyan logz fuggvényt szeretnénk, amelyrg 0 esetén
z €997
vagyis
|z]| €°9%2 gRel9z &g argz  arg®? Imlogz;

vagyis
Redogzq |dpfmfzl €s Impogzq argz

valés log

.. 00 ... és meég di erencialhato is legyen (de legalabb folytonos).

Az argumentumot nem tudjuk folytonosan értelmezni az egés2ztOu sikon.
" Probalkozhatunk tobbértékq figgvénnyel, minden nemnulla szdmnak végtelen sok logaritmusa
lesz

" Vagy minden szamhoz csak egyetlen értéket valasztunk, de akkor cserébe nem minden szamnak
lesz logaritmusa.

Milyen D tartomanyokon létezik logaritmusfliggvény?

" Szemléletesen, ha a tartomény (vagy a tartomanyban egy zart gorbe) "megkerili0#, akkor
nem létezikargz-nek éslogz-nek folytonos agaD -n.

" Ha a tartomany "nem kerlli meg" a0-t, akkor létezik D-n folytonos argumentum- é€s logarit-
musfiggvény.
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A j6v® héten megvizsgaljuk precizebben.
De nici6
A logaritmus "f®értéke": Nem értelmezzik a nempozitiv valos helyeken.

logz |dREll 1 argz; argz

valés log

Tétel

. . . 1
Ha a D tartomanyon létezik alogz-nek folytonos aga, akkor ez holomorf is, §dogzgt =.

Bizonyitdas. Legyenb P D tetsz®leges éa logh. Az inverz fuggvény di erencialasi szabalya
mYykodik: €& b, logbh a, €' di hatd és a derivaltja nem 0, tovabba logz folytonos b-ben. Tehat,

1 1 1
Hoozd | mid @ b

A logaritmus azonossagai

A valés szamkorben érvényelogpabg loga logb azonossdg nem marad érvényes, hiszen magat
a logaritmust is csak modulo2i értelemben ismerjik, tehat komplexben legfeljebb csak annyit
mondhatunk, hogy
logpabg loga logb pmod 2i g

Amikor a logaritmus egy holomorf agéat vesszik egy specidlis halmazon, akkor a végtelen sok lehet-
seéges értek kozul ragadunk ki egyet. Barmilyen logaritmus agat (vagy agakat) valasztunk is, lesznek
olyan esetek, amikotoga, logb éslogpabg kozil valamelyik nem értelmezett, de még ha értelmesek is,
akkor is lehetnek olyana; b parok, amikor logpabgésloga logb nem ugyanaz, hanem a kilénbséguk
21 -nek valamilyen t6bbszérose.

Konkrét példak:

Ha a logaritmus f®értékét vesszik, akkor

a nempozitiv helyeken nincs értelme a logaritmusnak, igy példaagp 1q plogicf bal-
oldala nem értelmes;
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példaul aza b €' {3 esetben az argumentum "tllcsordulfoga logh %, mig
logpaly .

Ha a logaritmus f®értékéhe200i -t hozzaadunk, az is egy logaritmus &g, és példalalg 12
logl logl 100i.

A

Hatvanyozas? Mennyi legyen  a°?

b

a’ exp b poga k 2iqg *?

Az egész kitev®s hatvanyokkal nincs gond; HaP Z, akkor loga minden értéke ugyanazt a
hatvany értéket adja.

Racionalis, de nem egész kitev® esetén veges sok lehetseges értek lehet, példaul minden komplex
szamnak két négyzetgyoke van; irracionalis kitev® esetén végtelen sok érték létezik.

Fix alap eseténloga kilonb6z® értekei kilonb6z& exp z logaqfuggvenyeket adnak.

Megallapodas: haa x pozitiv valés, akkor a valos értéky logaritmust vesszik, ezzel a val6s
exponencialis fliggvényeket terjesztjik ki.

Ha egy tartomanyon léteziklogf eagnek holomorf 4ga, akkor a logaritmus mindegyik 4gabol
kapunk egy-egy lehetségdgzf™® exp gmeq logf pzq fuggvenyt, ezek kozil valaszthatunk.

A hatvanyozas azonossagai

Rogzitett alap esetén érvényben maradnak & ¥ a* a" ésa* ¥ a?{a" azonossagok, es ezek
kovetkezményeként egésa szamok esetén apa*d’  a™ is, mert mindig ugyanannak az alapnak
ugyanazt a logaritmusét vesszuk:

azw epz wqloga e loga wacdotlog a e loga aV loga aZ av

€s
e loga a2
gvloga  gw’

Pozitiv valos alapok esetén aghtf  a* k¥ azonossag is érvényes marad, mert a megallapodasunk
szerint mindharom alapnak a valds logaritmusat hasznaljuk, és ott érvényedagpalq loga logb
azonossag:

az w epz wqloga ez loga waecdotlog a

IZHIIf ez logpabq ez ploga logbqgq ez loga zloghbg ez loga ez log bg a‘z bZZ

Vegyes komplex alapok, esetén ovatosan kell eljarnunk, a valésbdl ismert képletek csak akkor
maradnak érvényesek, ha mindenhol a megfelel® logaritmusokat valasztjuk.
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Mercator-térkép, Ujra

i logz
N
e iz
pY
sztereogra kus vetilet a Dél
sarkbol (szog-, kor- és
irdnyitastarto) Mercator-térkép
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4. Komplex vonalintegralok

Rekti kalhat6 folytonos gorbén vett folytonos fliggvény vonalintegralja. Atirdas Riemann-Stieltjes integra-
lokkal. Atirds Riemann-integralla, ha a gorbe folytonosan di erencialhatd. Atparaméterezés, additivitas,
linearitas. Trivialis fels® becslés. Helyettesitéses integralas. Newton-Leibniz formula.

Folytonos goérbék

Lényegében ugyanugy, minR?-ben

De nicié
"~ Goérbe: :ra;tsN C, t PRxptg  yptq, 9 B ¥

Folytonos, di hat6, folytonosan di haté stb., ha pq illetve xptq ésypq folytonos, di hato,
folytonosan di hat6 stb.

I'o

A gbrbe hossza a beirt t('jrijttvor)1alak hosszanak szuprémumap q  sup J” . Bq

i 1g:a to tp ity b . Agorbe rekti kalhato, ha a hossza véges

Atparaméterezés:h : rc; ds N ra; bs szig. mon. név® bijekcio; az Gj gérbe h

A gérbe megforditasa:h : rc; ds N ra; bs szig. mon. csdkken® bijekcio; az Gj gbrbe h

Trivi:
Folytonos goérbe atparaméterezései is folytonosak.

A gbrbe hossza nem fligg a paraméterezést®l.

Komplex vonalintegral
Defincio

Legyen :ra;bs N C folytonos goérbe,éd pzqolyan komplex fiiggvény, amely értelmes pontjain.

Az f pzg figgvény komplex vonalintegrélja a gorbén azl P C szam, ha minden" j 0-hoz van
olyan j 0, hogy azra;bs paraméterintervallum barmely, -nal nomabba to t; ::: t, b
felosztasara és; P it; 1;tjsp 1,2 :::;nqparaméteréertekekre

n
f pja  ®a @9 |0
i1
3 3

Jele: fmqdz, f
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Tétel
3

(a) Ha rekti kalhat6 folytonos gorbe, ésf folytonos, akkor a f peqdz vonalintegral létezik.
3

(b) Ha :ra; ts N C szakaszonként folytonosan di erencialhato, és folytonos, akkor f pzqdz
-1 p ptaq 9tqdt.

Bizonyitas. Legyen X yiésf u vi. (a) Az integrdkodzelit® 6sszeg

n

i 1|0%00%5%00aIOO(?ni]g-O0008(%0%0&(%06%0003/%(9003&5mlgOiOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

fppjaq Mg M o19
n ’n
u p;qg X@gqg X 9 1 u pjq Y9 ydj 1q
i1 i1
:n ,n
i v opjg  xpq Xp g Vo pig  YRid YA 19:
i1 i1

3 3 3 3
Ez a négy 0sszeg ai up pqgdxpq az Zup pqodyptg az zvp pgadxpq illetve az va pgadypq
Riemann-Stieltjes integral egy-egy kozelit® dsszege.
Az u stb. integrandusok folytonosak, apq ypqintegratorok korlatos valtozasuak, tehat mind
a négy RS integral létezik.
Ha a felosztas elég nom, akkor mind a négy kozetit® 6ssZ¢g-nél kozelebb lesz a megfelel® RS
integralhoz. Tehat a vonalintegral is létezik, és
» » b » b » b » b
f pzqdz up pagdxptq i up pgadyptg i vp pgodxptg vp pqqdyptg
a a a

a

(b) Ha xptg ésypqis szakaszonként folytonosan di erencialhatd, akkor mind a négy RS integral
atirhatdo Riemann-integralla, pl. zup pggdxptq sup pgagtqdt, és
» » b » b » b » b

frzqdz up pogogxqdt i up pgogxqdt i vp poogxqdt VP ptoogtqdt
a

a a a
»p »y
up ptqq vp pqq  8tg W|tg dt fp ptag 9tqdt:
a a
Tetel
Ha ,; a egy atparaméterezése, akkor »
f f:

(Ha az egyik létezik, akkor a masik is.)

Bizonyitas. J.egyen ; h, h : rc;ds N ra;bs szig. mon. név®, egyenletesen folytonos.
Tegyuk fel, hogy f létezik.

Vegyunk egy tetsz®legést; ehhez létezik a de nicionak megfelel® Ehhez a -hoz létezik | O,
hogyu;vP rc;ds |u | eseténlhpug hpvq|

Hac ug U . Un d egy -nal nonabb felosztasarc;dsnek, és ; P w; 1;u;s
akkora to hpuog t; hpug ity hpun,gegy -nal nomabb felosztasara; bs-nek,
i hpjgPt 1;ts es

:n :n
f ipjq S U/C Y o VINETe f pjq kg @ I
i1 i1
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Tétel

Ha a ; és , egymas utan ffzése, akkor

» » »
f f f:
(Ha az egyik oldal létezik, akkor a masik is.)
3 3
Ha . a -nak megforditasa, akkor 1f f.

3

- 1dz pog paq
3

3
Ha fpeqdz és gmrqdz létezik ésc;d konstansok, akkor

» » »

pc frzq d gmoodz ¢ fpqdz d - gmeqdz:
Bizonyitds. Ugyanaz, mint valés vonalintegraloknl.

Alternativ de nici6

:ra; s N C rekti kdlhatd, folytonos

N

d Kkorlatos valtozasu Lebesgue-Stieltjes mérték, a totdlis variaciojp q

A

A vonalintegral af fuggvény LS integralja ad mérték szerint.

N

Minden Borel-mérhet® fliggvénynek értelmes a vonalintegralja

N

A vonalintegral lineéris

A

A vonalintegral additiv

Lemma (trividlis becslés)

Ha a gorbe pontjaiban|f pzq| @ M, akkor
»

freqdz = M "pq

Bizonyitas. A becslés minden integralkdzelit® 6sszegre igaz:

n n

f pig g @ ig e f opjq ®iaq B ogqe
j 1 i1
n n

s M @q B9 M gg fi9geM ‘pg

i1 i1
Kovetkezmeény

Legyen rekti kalhato folytonos gt‘)rbse; fl;f%; ::;, a pontjaiban folytonos fliggvények.
Haf, N g egyenletesen, akkor f, N g.

o 3 3
" Ha f, gegyenletesen, akkor f, g.

Bizonyitas. az egyenletes konvergencia miag is folytonos.

» » »

fn g fn ogge maxlf, g ‘pqgNO:
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Miért szabad vonalintegralokat felcserélni?

El®fordul, hogy valamilyen kétvaltozo$ pz; wgfliggvényt mindkét valtozoja a szerint vonalintegralunk
egy-egy gorbén, és szikségink van a két integral felcserélésére:
» » » »
fpz;,wgdw dz ’ fpz;,wgdz dw
zP 1 wP > wP > zP 1
Mindig folytonos figgvényeket integralunk rekti kalhaté gérbéken. Ha mindkét gérbe folytonosan
di erencialhato, (specialisan ha mindkett® egyenes szakasz),: ra;ts N C és , : rc;ds N C, akkor

az Analizis3-bol tanultak mykddnek: a lebontasi tétel miatt
» » » b » d

fz;wgdw dz f 1@g 2pug Qpugdu Gpqdt

zZP 1 wP 2 »t a u c

f piptg opug 9pa%puqdt du:

pi;ugPml;bs r c;ds
A lebontdsi tétel bizonyitasat is meg lehetne ismételni Riemann- helyett vonalintegralokkal.

A Fubini-tétellel, mint atomtdltet] agyuval is le lehet I®ni a kérdést. A rekti kalhatdé gorbe
egyben (véges) komplex mértéktér is, a totalis variacié az ivhossz, a vonalintegral a komplex mérték
szerinti integral.

A Fubini-tételhez két dolgot kell ellen®rizniink: az integrandus, &pe; wq figgveny mérhet® és
korlatos (mert folytonos), tovabba|f |-nek a totalis variaciok szerinti integrélja véges:

» »

fz;wq|dw| |dz|= "p.q "p.q max f;wg 8

zZP 1 wP 2

Tétel (helyettesitéses integralas)

e

LegyenD € C tartomany, : ra;s N D rekti kdlhato folytonos gérbe, F : D
di erencialhat6, tovdbba h az F pontjain folytonos fuggvény. Ekkor

C folytonosan

" Az F gorbe is rekti kalhato, és
» »

. hpvgdw — hgFpzaq Fzgdz.

F

Tétel (Newton Leibniz formula komplex vonalintegralokra)

LegyenD € C tartoméany, :ra;bs N D rekti kdlhat6 folytonos gérbe, F : D N C folytonosan
di erencialhat6. Ekkor »

F'zqdz Fppag Fp pagq

A NL formula a helyettesitéses integralas specialis eséte 1-gyel.
Bizonyitas. EI®szor ha szakaszonként folytonosan di erencialhato:

» » b » b

1

hpwvg dw h F pg F pq dt h F pq F! pg 9tq dt

F a a
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» » b

h Frq F'eqdz hF pg F' pg 9tqdt

a
ugyanaz.

Minden torottvonalnak létezik szakaszonként folytonosan di erencialhaté paraméterezése, tehat
a helyettesitéses integralas képlete igaz torottvonalakra is.

A -nak van egy olyanr sugaru zart megvastagitasa, amely teljes egészélierbe esik. Ez a
megvastagitas kompakt, ezef ! ésh egyenletesen folytonos és korlatof;j o M és|h|a H.

Most megmutatjuk, hogy F rekti kalhato.
Vegyik F egy tetsz®legepwo; Wy;:::;W,( beirt poligonjat; a csucsok ®sképei-nak egy

r-nél kisebb atmér®;jy ivekre osszak.
Az o ¢ba irt poligon oldalszakaszaira mar felirhatjuk a tételt en 1 figgvénnyel:

n n » n » n

Wi owoa ldw 1 Feqdz @ M |z z 4o M ‘pgq
j 1 jo1rtwpoawgs j 1 15 1S j 1
3
Tehat F tényleg rekti kalhato. A . hpwvgdw vonalintegral is biztosan létezik.

A képlet bizonyitasa: Vegylnk egy" i O-t. Valasszuk aty;:::;t, osztopontokat olyan s{r{n,
hogy mindkét integralhoz"-nal kézelebb legyen a megfelel® integralkdzelit® dsszeg, ésegy-egy
ivének konvex burkan belllF ' megvaltozasa'-nal kisebb legyen.

» »

hpvgdw — hgF zqdF zgdz o

F

» n n »
o hpwvg dw hpwi gy w; 1q hoFg o ‘o z 19  hpFeod zqdz
F i1 i1
n

hpvaey, W 10 [YSGRSKEN® AL Z 19 B

j 1

hpw; q
,n
g hpwvg pv w19 Flmag 1z 9@
i1
n » »
a2 H’ Fleqdz F'zqdz o
i1 1z 1zs rzj 1.zjs
n » n
a2 H’ Freq Fgg dz o2 H " |z z qi=p2 Hpag™
i 1 17 1zs i1

Ez tetsz®legesen kicSira igaz, tehat a két integral egyenl®.
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Példa

Integraljuk a z PNz fuggvényt azy x? parabola0 és1 i kozotti ivén.
1. megoldas: Legyen pq t it?2 (0o to 1), akkor 9tq 1 2it,

» » »

: . 1 1,°
z dz g it?gd  2itqdt g 3it? 2t3qdt Ztoitd Zt? i
0 0 2 2
2. megoldas: Mivel z p %zqu, a Newton Leibniz formula szerint

»

1 1 1, 1, .
zdz éplqzémq2 épl iof é02 i

fvhossz szerinti integral

Az ivhossz szerinti integral ugyanaz, mint kétvaltozos valosban, ezért nem de nialtuk kulon.
Ha :ra;ls N C elég sima gorbe, akkor a szokasos atiras Riemann-integralla

» » b

f pzqg| dz] fppg 9tq dt

t a

fvhossz szerinti integrél az egységkdrvonalon

Az egységkorvonal szokasos paraméterezése pq €'; amikor a vonalintegralt és az ivhossz
szerinti integralt atirjuk Riemann-integralla,
» » » 2

f zqdz f qdz fpetq ie" dt;

|z] 1 t 0

illetve » » »
f zq|dz| f pzq| dz| f pd'qat;

|z] 1 t 0
ebb®| is leolvashatjuk a jeldléseket, hogglt | dz| és dz e dt iz]| dz|.
Geometriailag, amikor a kérvonalon & pontb6l az dz pontba Iéplink, a dz iranya iz, a hossza
| dz|, vagyis
dz iz|dz|; | dz| E
iz
Ezeket a képleteket akkor hasznalhatjuk, amikor vonalintegralt akarunk ivhossz szerinti integralla

atirni vagy forditva.
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5. Cauchy-alaptétel

A primitiv fliggvény létezésének kapcsolata a vonalintegral eltnésével. Goursat-lemma és altalanositasa.
Cauchy-alaptétel konvex, és csillagszerq tartomanyra. Holomorf fliggvénynek minden konvex/csillagszer|
tartomanyon van primitiv fliggvénye. Homotép gorbéken a vonalintegral megegyezik. Példa arra, hogy

nem egyszery tartomanyon a Cauchy-alaptétel nem igaz.

A primitiv figgveény létezése
Tétel
LegyenD € C tartomany, f : D N C folytonos. Ezek ekvivalensek:

(@) f-nek létezik primitiv figgvénye: valamilyenF P OpDqfliggvénnyelf  FL
(b1) Kozo6s végpontu,D-ben fekv® rekti kalhato folytonos gorbékerf vonalintegrélja egyenl®.
(b2) f komplex vonalintegralja0 minden D-beli zart, rekti kalhat6 folytonos gorbén.

(cl) Kozos végpontu,D-ben fekv® torottvonalakonf vonalintegrélja egyenl®.

(c2) f vonalintegralja O minden D-beli zéart térottvonalon.

Bizonyitds. (a)ufi (b): kdvetkezik a Newton Leibniz formulabal.
(b)tA (c): trivi (minden TV egyben rekti kalhato folytonos gorbe is).
(c)th (a): megismételjuk a valds fuggvényeknél latott bizonyitast. Ki-
elolink egy zo P D kezd®pontot, ésF-et igy de naljuk: Fpzq

f pvg dw, barmelyik zp-t z-vel 6sszekdt® tordttvonalon. A (¢)
tulajdonsag miatt a vonalintegral értéke fliggetlen a térottvonaltél.

Azt kell még ellen®rizni, hogy tényled zq f g
Vegylnk egy tetsz®leges P D pontot. Azt fogjuk igazolni, hogy

Flzq frq
Legyen"” j O szintén tetsz®leges.

Az f folytonos z-ben, tehat van olyan j 0O, hogy Bpz; q € D, to-
vabba minden PBp; gqral|fpg fpeql "

0 |w z esetén
» » » »
Fpvg Freqg fpad f peqd fpag freg d  fegqw zq fpag fpeq d
rz;ws rz;ws rz;ws rz;ws
»
Fovg Frq frow  zq fpg feg d o EUpqu freq |w zj=e " |w Z|
rz;ws Z;ws
Fpvg Fpzq
—w z feqa ™
Tehat VIvi,lglnZ W f zq az F fuggvény di erencialhaté az pontban ésFizq f g

Ez mindenz PD pontban igaz, tehatF primitiv fliggvénye f -nek.
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Holomorf figgveény primitiv fliggvénye
Goursat-lemma

LegyenD tartomany, f : D N C holomorf. 3
Ha iranyitott haromszogvonal, a belsejével egyutD -be esik, akkor fpegdz O.

Bizonyitas. De nialunk egy «; 1;::: hdromszbdgsorozatot. A

n mentén a vonalintegrall , frqdz.
Az els® haromsztg maga a: elem | , €s azt akarjuk igazolni,
hogylo O.

Ha , mar megvan, akkor a kdzépvonalakkal négyfelé osztjuk, és
n 1 az a negyed haromszdg lesz, amelyen a vonalintegral abszolat
értéke a legnagyobb.

H z . L, I
A négy integral osszegeé,, tehat |, 1| ¥ u‘l;
1ol

Indukciéval 1, ¥ %, a , kerillete’p ng gnq.

Legyenc az a pont, amelyre a harmszdgsorozat 6sszehtzédik.

A f dierencidlhaté a c pontban. Azfpcg aésfog bszamokkal a
ckozelébenfzg a bm cg

Rogzitsiink egy tetsz®legé'sj O-t.
Mivel f di erencialhaté c-ben, van olyan 0, hogy aBpc; qkérben

freg fpg fiogr o feg a bz cge” [z o
Vegylunk egy olyan nagyn-et, amelyre mar , € Bpc; g

» » »
I
|42| a1l freqdz = 1Gbod®BorfEboodbon frq a br cqdz =

n n n
van primitiv fliggvénye

~ 2
@0 maxfpq am cg b 'pad P P00 PG " ';nq

ol " “p o

Ez minden"-ra igaz, tehatl, O.
Kovetkezmenyek
LegyenD tartomany, f : D N C holomorf.

Ha D csillagszer{ (pl. konvex), akkorf integralja O minden D-ben
fekv® zart torottvonalon. HaD csillagszery, akkorf -nek létezik
primitiv fliggvénye.

f -nek minden pont kordl 1étezik lokalis primitiv figgvénye.

K6z0s végpontd homotop rekti kalhaté gorbékerf vonalintegralja ugyanaz.
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Homotop zért rekti kalhatd gorbéken f vonalintegralja ugyanaz.

N

Nullhomotép rekti kalhaté zart gorbéken f vonalintegralja O.

Cauchy-tétel; Cauchy-féle integréltétel; Cauchy-alaptétel; a komplex analizis f®tétele
Ha D egyszeresen 0sszefligg® tartomanyf dolomorfD -n, akkor minden, D -ben fekv® rekti kalhatd
folytonos zart gorbén fpeqdz O.

Tétel

Ha D egyszeresen 6sszefligg® tartomanyf ésolomorf D -n, akkor f -nek létezik primitiv fliggvénye.

Példa

Az - fuggveny holomorf aCztOu tartomanyon, de a tartomany nem egyszeresen 0sszefligg®.
Szamitsuk ki a fuggvény vonalintegraljat az egységkdrvonalon.

»
dz

lz2] 1 Z

?

3

(Jeldlés: 2 o r &zt jelenti, hogy a pozitiv iranyitasu koron integralunk.)

cl

A kor egy paraméterezéseptq €' (Oa to 2 ); ® ie' avagy dz ie" dt;
» ))2 ))2

1 1 . ) .
Zdz — e dt idt  2i
|z|1Z toe| t 0

(Ha Iétezne holomorf logaritmus aztOu tartomanyon, akkor az integral O lenne.)

Az irdnyitott kdrvonallal homotép gorbéken az integral ugyanez.
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6. Cauchy-integralformulak

Cauchy-formula korvonalon, konvex és csillagszerq tartoméanyon. A derivaltakra vonatkozé Cauchy-
formula. Ha egy fliggvény egy nyilt halmazon egyszer di erencialhato, akkor akarhanyszor di erencial-
hat6. Gorbe pontra vonatkozé indexe. Az index tulajdonsagai. Az altalanos Cauchy-formula gorbein-
dexszel (csak kimondani). A logaritmus létezése egyszeresen 0sszefligg® tartomanyon.

Lemma

Barmely cPC ésr j 0 esetén »
dz .
— 21
|z ¢ r z C

Bizonyitas. A korvonal egy paraméterezéseptq ¢ re (0o ta 2 ),
» » » »
dz 21 21 2 .
— Arqdt — rie" dt idt  2i
1z c| r c 0 zptq c o € 0

Tétel (Cauchy-formula korlapra)

Legyenf holomorf aB pc; Rgnal valamivel nagyobb kérlapon. Ekkor barmelyz P B pc; Rg pontban

»

1 f
freq — pvq

. dw:
21 |y g RW Z

Bizonyitds. Legyen" | O tetsz®leges. Ehhez van olyani 0, hogy

lw z|oreseténffpzg fpnvgl . Alw ¢ R korvonal homotop a
lw z| r korvonallal, igy
17 f 17 f
— v dw — RvY dw
21 |y g rRW Z 21 oz W Z
1”7 1 1”7 fpvg fq
feq — dw — — dw
21 oz W Z 21 oz W Z
»
1 fpvg fpeq
freqg 1 — ———— dw;
21 g W Z
1”7 f pvg 1”7 freq fpng 1"
e dw f — —dwoa — — 2r "™
21 |y g RW Z Feq 21 oz W Z 2
3
Ez minden" | O-raigaz, tehat ;- | ., P9 dw frq O

Tétel (dervialtakra vonatkoz6 Cauchy-formula, korlapra)

Legyenf holomorf aB pc; Rgnal valamivel nagyobb kérlapon. EkkorB pc; Rq belsejében a korlapon
akarhanyszor di erencialhato, és
»

nt fova

f ma . _ :
Y w o ROV zq !
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Formalisan »

d" 1 f pvg

P dz" 20 o rW 2 ¢
1”7 B f pwq
21w gr B"W Z
1”7 n! fpng

Bizonyitas. Indukcié n szerint; n  0O-ra ez éppen a Cauchy-formula. Ha az &llitds igarre,
akkor

f FnQp q f quzq

f™ Yzq lim
z z
1 n > f pvg n > f pvg
lim —— ———dw ——— dw
Nz Z»ZI [w c|RpN @1 21 [w c|RpN ZCPl
im ™ f pwg wozd tpw d
m — 1 1 W
» Nz 2i [w clRpN q “pyv zd z
|
IimL fpvg v zd pw zd v g ;i pw d dw:

Nz 2i w ¢ R PV q ‘pv zq !

»
. n! f pvg
fm 1a lim —
P4 Nz 2i w ¢ R PV Jd v zq !

ow zd" pw zd v g i pw d dw

kdrvonalonf folytonos, tehat korlatos. Haz tavolsaga a korvonaltold, akkor

P sz;gfq eseténlw | g és az integrandus N z esetén egyenletesen

pvQ N
tata ———— 1 zd' fuggvényhez.
o ZanZIOn apv  zd' fuggveny
(Az egyenletes hatérérték felcserélhet® az dsszeadassal és a szorzéssal, €s re-
ciprokkal is, ha a nevez® limeszfiiggvénye nem torlodik40z.) Az egyenletes
konvergencia miatt a limesz és az integral felcserélhet®:
»

pn 1q L‘ H prq
f req o IlﬁrlnZ v T w zq T pv  zd' pw d  dw
SR pwg m 1 ~  fpg
o7 IlﬁrlnZ oz 2 pn 1gw  zd' dw 5 o zq 2
w ¢ R lw ¢ R

Egy masik lehet®ség a korlatos konvergencia tétel. A kdrvonalalz véges LS mérték|  z| g

esetén az integrandus egyenletesen korlatos, igy az integral és a pontonkénti limesz felcserélhet®.
(Utolso lehet®ségkent (pl. vizsgan) hivatkozhatunk a Nagy Bivaly baratsagara is.)

Kovetkezmények

LegyenD tartomany, f : D N C folytonos.
" Haf holomorf, akkor akarhanyszor di erencialhato.

f akkor és csak akkor holomorf, ha lokalisan |étezik primitiv figgvénye.

Morera tétele: haf -nek mindenD-ben fekv® haromszdglemez kerilete mentém vonalinteg-
ralja, akkor f holomof.
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De nicié (gorbe indexe)

Legyen rekti kalhato, folytonos zart gorbe, ésc egy olyan pont, amelyen nem megy at.
gorbe c-re vonatkoz6 indexe, avagy koruli kdruljarasi szama
»

np;c ind i £
P.cq = 2i z C
d ar ImiZ dz_c Im—OIZ
S Z C Z C
e dz log - loglz ¢ loglz« 1 ¢ i arg—X
Wz C ngl o] 4% JlZk 1 ng1
> dz O N .
— loglz« ¢ loglz 1+ ¢ i arge cq 2i np;cq

k06000000000000000000MOOO000G0AE00000000000N
0

(Mostantol a T kvazi az integraljel része...)

Gorbeindex és egyszeres dsszefligg®ség
Tétel

LegyenD € C tartomany. Ezek ekvivalensek:
(1) D egyszeresen 6sszefligg®;
(2) Barmely c RD-re ésD-beli rekti kdlhato, zart folytonos  gorbérenp;cq O.

Az plq i p2qtrivialis. A @2q i plgiranyt most nem bizonyitjuk.

Tétel

pozitiv, a bels® hatargtrbe negativ iranyitasu, akkor

o

(1) cPD esetén npj;cqg 1

o

(2) cRD esetén npj;cqg O.
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Altalanos Cauchy-tétel

LegyenD tartomany, f : D N € holomorf, valamint 1;:::; « rekti kalhato zart gérbék D-ben gy,
hogy barmelyc PCzD pontra npj;cq 0. Ekkor
K »
feqdz O
i1
Altalanos Cauchy-formula
LegyenD tartomany, f : D N € holomorf, valamint 1;:::;  rekti kalhato zart gérbék D-ben gy,

hogy barmelyc PCzD pontra npj;cq 0. Ekkor barmely z PD esetén, amelyen nem mennek at
ezek a gorbék,
k1 7 pNg K

— d np i; f
21wz w . PjiZq 748

5

j
A logaritmus létezése

Tétel

Ha D egyszeresen ¢sszefiigg® tartomany0dRD, akkor |étezik logz-nek holomorf agaD -n.

A

Ha D tartomany, 0 RD, és barmelyD-beli zart gorbe O-ra vonatkoz6 indexe0, akkor létezik
logz-nek holomorf agaD -n.

Bizonyitas. Az otlet: Vegyuk 1{z egy primitiv figgvenyeét.
Barmely D-beli zart gorbének aO-ra vonatkoz6 indexe0, tehat 1{z vonalintegrélja 0. Ezért
1{z-nek létezik primitiv figgvényeD-n.

Valasszunk egyz, P D kezd®pontot, és egy olyahpeqfliggvényt, amelyrel jzq i ése-mod 74

(az L-hez hozzdadhatunk egy konstanst).
Legyenhmqg 2z e “P9% ekkor tehathmog 1,

1
heg z e'™  e'™ z e'™ kg, O
Yz

ezérth konstans1, tehat e-®9 z; az Leqflggvény alogz-nek holomorf aga.

Tétel

Ha D egyszeresen 6sszeflgg® tartomaihgzgholomorfD-n, és sehol ser, akkor léteziklogf pzgnek
holomorf agaD-n.

1
Bizonyitas. Otlet: Ha létezik logf , akkor a derivaltja ]; Vegyuk ennek egy primitiv figgvényeét.
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Legyen fzq flpz(? ez holomorfD-n. A D egyszeresen 0sszefligg®, tehddrnek |étezik primitiv

fliggvénye. Vegylnk egy, PD kezd®pontot, és valasszunk egy olyaneqfiiggvényt, amelyreL*
ése-Pd  f g Legyenhmqg fmoe P9 ekkor tehat hpoq 1,

1
h'eqg  free "™ fwee "™ fee "™pEHn O
fyf
ezérth konstans1, tehat e-®9 f mq az Lqflggvény alogf manek holomorf aga.

Példa: Young-tétel szer{ség

Ha f pz; wq kétvaltozés komplex fiiggvény, folytonos apa; bq egy kornyezetében, és mindkét valtozé
szerint holomorf, akkor aD;D,f pz; wq ésD,D;f z; wq masodrendq parcialis derivaltak leteznek és

egyenl®k.
Bizonyitas. a ésb korll vesziink egy pici,r sugaru koérvonalat. Ezeken belll Cauchy-formula
w-re: 1 » ¢
;! q
Df m;wq — dl:
2t e, 2i gy P qu

Ez z-ben holomorf, mert minden kis haromszdgon 0 az integrélja:

» » frz q » » dl » dl
d dz f;'qdz ——— o ——— O
oo P qu oo or bt poowef by Powe

Most Cauchy-formulaz-re:

3
fp;
1 > 21i|| b|rp!pwo?2d! 1
Dibafpziwg - o7 o @ 0 @id b zqH W@

| al r | al r|' b r

» »

A D,D;f pz;wgre ugyanez a képlet.

Fel akarjuk irni egy fuggveny harmadik derivaltjat? Integralni kell.
lgazolni akarjuk, hogy egy fiiggvény holomorf? Integralni kell.
Meg akarjuk konstrualni a logaritmusfliggvényt? Integralni kell.

Meg akarjuk szamolni, hogy egy gorbe hanyszor kerlli meg a nullat? Integ-
ralni kell.

Be akarjuk bizonyitani a Young-tételt? Integraini kell.
Hatvanysorba akarunk fejteni egy fuggvényt? Integralni kell. (jov® héten.)

Meg akarjuk szamolni, hogy egy egyenletnek hany megoldasa van? Integralni
kell.

Be akarjuk bizonyitani az implicitfliggvény-tételt? Integralni kell.

Integralokat csereberélni jo! :-)

31



7. Fuggvénysorozatok és paraméteres integralok

Holomorf fiiggvények lok. egyenletes limesze holomorf. Ugyanez sorokkal és paraméteres integralokkal.
Ha lokalisan egyenletesen korlatos fiiggvények sorozata egy sfrf halmazon pontonként konvergens, akkor
lok. egyenletesen konvergens. Vitali-Montel tétel.

Holomorf fliggvények egyenletes limesze
Tétel (Weierstrass)

Holomorf fliggvények lokalisan egyenletes limesze holomorf, avagy:

Ha D € C tartomany, f1;f,;:::: D N C holomorfak ésf,mq N gpzq lokalisan egyenletesen,
akkor g holomorf ésf ‘rzq N g'fzq lokélisan egyenletesen.

Emlékeztet®ul, "lokalisan egyenletesen™:
Minden pontnak van olyan kdrnyezete, ahol, vagy:

Minden kompakt részhalmazon.

Kovetkezmény

Lokalisan egyenletesen konvergens sorozatokat és sorokat akarhanyszor szabad tagonként derivalni.
Bizonyitas. (a) Morera: ahhoz, hogygeq lim f ,zg holomorf legyen, elég, ha folytonos, és
barmely D-beli  zart haromszdglemez kerlletéf a vonalintegralja.
A haromszoglemez kompakt, igy ezen a halmazbnN g egyenletesen. Folytonos fiiggvények
egyenletes limesze folytonos, ezégtis folytonos; igy biztosan Iétezilg vonalintegralja a haromszog-

vonalon. » » »
gzqdz r!kryfnpzq dz rstl fheqdz nI'L\lrQO 0:
(b) LegyenBpc;RgED,0 r R,zPBp;rg
Barmely " § 0-hoz van olyan ng, hogy n ng esetén
Wnax_ [fapva - gpa

Barmely z PBx; rgre

» »

1 fapivg 1 gpwg
1 - n — -
fored g]pzq 2i w ¢ R WV Zqzdw 2i w ¢ R W Zqzdw
» »
i fapvg  gpvg dwﬁi fapvg  gpwg |dw|
2 wdrR N ogpz og° 2 warw dlz ¢°?
1 " R .
"2 R @ N R 1@

Ez minden"-ra igaz, tehatf ‘rzq N g'qegyenletesen & pc; rq korben.
Minden c-nek van olyan kérnyezete, ahol,, N g egyenletesen.
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Példa: Riemann-zeta fliggvény

(Hagyomanyosans it) .

Ha oj 1, akkora ¥  félsikban P kozos konvergens majorans, tehat a sor egyenletesen
konvergens.

A Weierstrass-tétel szerint psgholomorfa 1 nyilt félsikban, és

8

R logn
;g o

s
n 1 n

( = 1esetén a sor divergens.)

Paraméteres integralok

Teétel
LegyenD tartomany, f : ra;bs D N C folytonos, minden régzitettx P ra;bsre z PNf px; zq
holomorf. Ekkor az >
Fzq f px; zqdx
X a

paraméteres integral is holomorf és
» b

Flzq D.f px; zqdx:
X a
Bizonyitas. Ugyanaz, csak szumma helyett integrallal.
(a) Barmely € D haromszoglemez korl

» » » b » b » » b

Feqdz fpx;zqdx dz fpx;zqdz dx Odx O

zP X a X a zP X a

tehat F pzg holomorf.
(b) Barmely z PD pont korul egy kis, r sugaru koérben

» » »
1 dw 1 b dw
F e F 00— e f W dx ——

lpzq 21 w z| r o py Zq2 21 w z| r X a P e py Zq2
» » »y

1 dw

— fpwg——  dx D,f px; zgdx:

X a 21 lw z| r . pw Zq2 X a 2 Pz

B0 xs le *dx  pResj 0Oq

holomorf, és »



Az el®z® tételt kiterjeszthetjik improprius integralokra, vagy vehetjik a
» N

lokdlisan egyenletesen konvergens fliggvénysorozatot.

Pontonkénti konvergenciabdl egyenletes konvergencia
Lemma

Ha D € C tartomany, f1;f,;:::: D N C holomorfak és egyenletesen korlatosak (tehat van olya,
hogy |f hnzq| @ K minden n-re és mindenz P D-re), és egy sTrfS € D halmazonf,pzq pontonként

konvergens, akkor af ,zqsorozat lokdlisan egyenletesen konvergens.
Bizonyitas. Vegylnk egyc PD pontot és korllbtte egy kort: Bpc; R

"q€D.
Legyenr % és|f,mq| @ K minden n-re ész-re.

El®készilet. Barmelyz PBc; rgre és barmelyn PN -re

»

1 fnpvg 1 K 4K
flzqe — — T dwo S~ ———— 2R —;
P 21 w ¢l R PV ZCF 2 FR rq2 R

ezért barmelyz;; z, PBpc; rqpontokra

4K
fozig fopzoq @ R |z, 2z

(A kis koron belul f4;f5;::: egyenletesen Lipschitz.)
Legyen" j O tetsz®leges.

hogy ezek' sugaru kornyezetei lefedjéB pc; raet.

Van olyan ng, hogy barmelyn;m ¥ ng-ra és mindenl & j & Kk-ra
fapsig fmpsiq ". (Mindegyik j-hez van ilyen kisz6b; vesszik a
maximumot.)

Most tekintsiink egy tetsz®leges P B pc; rq pontot.

Ehhez van egys; pont, amelyre|z s;| ". Ezert

fozq fmpeq o

o fnpzq anqu fmFqu fmpzq anqu fmquo

4K|Z | 4K|Z s| " K, 8K 1 ™
R ! R ! R R '

Tehat: Minden " | 0-hoz van olyanng, hogy mindenn;m j ng és
barmely z PBpc;rgeseténf,eq fneq o % 1"

Az f,eqfluggvénysorozat egyenletesen konvergeRgc; rgen.

Tétel (Vitali Montel)

Ha D € C tartomany, f,;f,;:::: D N C holomorfak, és egyenletesen korlatosak, akkor ezek koziil
kivalaszthato lokélisan egyenletesen konvergens részsorozat.
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V.6. Bolzano-Weierstrass tétel

Minden korlatos szamsorozatnak van konvergens részsorozata.

V.0. Arzela Ascoli tétel

Ha f1;f,;::: : ra;ts N R egyenletesen korlatosak és egyenl® mértékben egyenletesen folytonosak,
azaz

@i 0D 0@ @GyPr;bs [|x | A [faxag fopyal "

akkor kivalaszthaté egyenletesen konvergens részsorozat.
Bizonyitas. . Legyens;;s;;::: egy sTrf sorozatD-ben.
A Bolzano Weierstrass tétel miatt miatt van olyan N; p ny.1; ni.p; Ny.3; i g sorozat, amelyre az
fn., PB10 SOrozat konvergens.
Ennek van olyanN; p ny;1; a2 N23; i iqrészsorozata, amelyre aiz,,, ps,qsorozat is konvergens.
Ezt ismételve kapjuk részsorozatok egy sorozatat; minderre azf,., ps-gsorozat konvergens.

Atlésan kivalasztjuk az ny elemeket.

Ni: (N1 Ni2 N3 Ni:4
No: Ny No:» N3 N4
N3:  nNza N3;2 N33 N34
Ns:  nNgy Ng;2 Ng;3 Na;a

Az my.1;Nao; Na3;tiiq sorozat mindegyik N -nek részsorozata az els® néhany elem kivételével,
ezert barmelyik "-re azf,,, ps-qsorozat konvergens.

Tehat, azf,,  pqsorozat egyenletesen korlatos és & t sy;s;;:::usir{ halmazon pontonként
konvergens, tehat a Lemma miatt a telje® tartomanyon lokalisan egyenletesen konvergens.
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8. Hatvanysorba fejtés

Egyutthatéformula. Hatvanysorba fejtés. Kozépérték-tulajdonsdg. Parseval-formula hatvanysorokra.
logpl zgéspl zdf hatvanysora.

Lemma

Barmelyk PZ, cPC ésr j 0 esetén

17 "1 hak o
— dz
g 2r 7 g rpz ocf |dz| 0O hak O
17 "1 hak 1
e dz
= 21 b g ® M g bk 1
: s | dz| dz s i
Bizonyitas. A kett® ugyanaz, mertd argme cq ; iz . Helyettesités:z ¢ re",
Ooto 2
1”7 172 k72 "1 hak o
— dz| — e'd rdt —  reft dt
S T of |dz] o~ . d T o hatk O
#
» » »
1 172 : rk 172 . 1 hak 1 0
— dz  — "o ire'dt —— & 9t
= 21 |ZC|,pZCd<Z 2loped<|re 2 O hatk 1 O
_ . e A 13 dz
Vagy: k 1 esetén van primitiv figgvény, ak—1 A k 1 esetbenﬁ 2dry o 1

Tétel (egyutthatoformula)
Ha a Bpc; Rgkdrlapon
f g anfz o,

n 0
akkor ) » ¢
pyg - A
a ————dw mindenk-raés0 r R-re.
2i lw ¢| r pv CCf !
Bizonyitas.
58
» » anpv  cd'
i M dW i n 0 dW
21 [w c|rpN Cd(l 21 w ¢l r pv Cd<1
1 » 8 8 1 »
5T anpwv o Kt dw 8 oo pv o © tdw
w e r no . n o *IWCIr
B 1 han k 1 1 _
- 0 han k 1 1 B
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Osszehasonlitas: egyutthatéformula, Cauchy-formula és Taylor-egytitthatd
Ha a Bpc; Rqkorlapon
f pzq anz o,

n 0
akkor
pka
ay f k'pcq (Taylor-egydttthatd)
»
ax le . pzuz;c?”dz (Egyutthatéformula)
zZ Cl r
f Pkq > f g

1
— ———dz Cauchy-formula
k! 21 lz ¢ r (74 Cd( ! ( y )

Tétel (hatvanysorba fejtés)
Ha f holomorf aB pc; Rqkorlapon, akkor ezen a kdrlapon a fliggvény hatvanysorba fejthet®,

8

5

f zq a,z o

n 0

ahol 1 » ;
L pNQg
Y

ool dw barmely0 r R-re.
lw c| r
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Bizonyitds. Legyenz PBmx;Rg d |z ¢ r R, M

max_[f pwq
lw ¢| r
1 » prq 1 » prq
f — dw — dw
. 21 [w ] r W Z 21 w ¢l rPVCQ pz g
17 f 1
0 Vg 7 CdW
2i lw c|rpN cq 1
w C
1”7 f pvg 2oz c"
= dw
21 w ¢ r PV CQ no W C z ¢ d
» o w c T
1 - fpvg g oo
1 1
2i lw ¢| r n o pv qu
» 8 f ¢ Ewm 40
LTI S & s
n o 21 lw ¢ r pv CCPl
8 » 8
, 1 f pvg ,
5 ———dw @ cf an [ cof:
n 0 21 [w C|"pN qul n 0
De nicio

f :D N C "analitikus", ha D barmely pontja kériil valamekkora kérben hatvanysorba fejthet®.

Kbvetkezmény

f :D N C akkor és csak akkor analitikus, ha holomorf.

Bizonyitds. f A hatvanysor dsszegfliggvénye holomorf.
0 Minden holomorf fliggvény barmelyc pont kortl hatvanysorba fejthet®, a maximalis kozep

korlapon.

Teétel (kbzépértek-tulajdonsag)
Ha f pzg holomorf aB pc; Rq zart kérlapon (tehat holomorf egy kicsivel nagyobb kérben), akkor

»

1
5 feapz] fpcg
27 |z c| r hl

vagyisf pzg atlaga a kdrvonalon megegyezik a kozéppontban felvett értékkel.
8

Bizonyitas. . Legyenf pzqc korili hatvanysoraf pzq ~ a.pe  cd'.

n 0
» » 8
T — S am of |dz
2r |z c r 2r |z c| r n o
8 » 8 " *
s 1 s 1 han O
n o [z cf r no
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Tétel (Parseval-formula hatvanysorokra)

Ha f pzgholomorf aB 0; rqzart korlapon (tehat holomorf egy kicsivel nagyobb korben), és@kordili
hatvanysoraf pzq ﬁ oanz", akkor

))2 8

1 L2 .
- fpe'q dt lan|?r?:
2 0 n O
Azr 1esetben N
172 L2 B
> fpefq dt |an|*:
0 n 0
Bizonyitas.
1))2 . 5 1))2 ' - 1))2 38 . 58 '
— fpe'qg dt —  fpe'q fpetqdt — appred anpe "d" dt
2 o 2 o 2 0 ao m o
8 8 » 2 8 8 " * 8
5 5 1 . 5 5 5
an%r” m_ - em mat dt arlmrn m (]5 Ean m |an|2r2n:
n Om 0 2 o n om 0 an m n o
Parseval-formula vs. Pitagorasz-tétel
Az egységkorvonalon »
1
Xay o f gldz|
1z| 1
egy skalaris szorzas, erre nézve
e 52 s 1 1
1| Z,Z l =y 72)
z'z
ortonormaltak.
Példa
feq logpl zqholomorf az egységkorberf,0g O,
1 kq 1
- p 1 gk 4. f*%mq p id *
pL  zd k! k
a Taylor sor el®allitja a fuggvényt az egységkorben:
8 1
s 1
logpl  zq P lj( z~:
k 1
Kovetkezmény (binomialis sor)
Legyena PC,
2 a
Al zdf Z“ halz] 1
k 0O k
(Azt a hatvanyfuggvényt vesszik, amelyrd?® 1)
Az fzq pl zd el°9ft zd fiiggvény holomorf az egységkorben,
f*%zq apa 1gipa k lgd zd ¥ a o 2 fog a
k! k! k ’ k! k '
A 0 koruli hatvanysor .
> a
pLo oz Z“  pel 1q
k 0O k



Példa: IMO Shortlist 2006/A2

De nidljuk az ag; a;; ap;::: valos szamsorozatot a kdvetkez® rekurzidval:

n

> @k

ok 1

0O for n¥ 1:

o 1

Mutassuk meg, hogya, i O mindenn ¥ 1-re.
n

n
: I‘;"“ k1 o * |an «; trivi indukcioval |a,| & 2".

k 1 k 1

Gyors fels® becslésa, |

8
LegyenGpeq Tanz™; ez|z| %-re biztosan konvergens. A rekurzi6é azt jelenti, hogy

n O
8 8 k
, . z logpl zq
1 a,z" Gmq —m——;
n O k 0k 1 z
Gmq ——-—— GWq L
zq gl zq q :

Ennek a fuggvénynek a hatvanysora érdekel minket.
Megprobéalhatjuk kiszamolni a Taylor-egyutthatdkat... ehhexk-szor derivalni kell a0-ban. (Haj-

ra.)
Vagy, irjuk fel inkabb egyutthatéformulat...
» » Kor helyett ezen a "kulcslyukgdrbén" in-
1 szq q 1 dz tegralunk:
an Z z| %Zn 1 z Z z| %Zn |ngl Zq
17 d
21 Z"logpl zq
i))R dx i))R dx
21 4 X" logx 1g iq 2i ,,.,x" logx 1q iqg
1 1
O log- O R ———
' ogr RnlogR
1 7R 2i  dx 1 1
— : — O r log-= O —i——
21 4 . x" logx 19 iglogx 1qg iq r R" llogR
»
R d 1 1
5 X O r log—- O R ——
1 X" log')px 1g 2 r R" logR
Har N 0ésRN 8 : » g
dx _
oo x 2 lofx 1g!
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9. A hatvanysorba fejtés kbvetkezményei

Gyoktényez®k kiemelése, gyok multiplicitasa. Unicitastétel. Lokalis aszimptotikus viselkedés. Maximum-
elv.

Tétel (a gyoktényez® kiemelhet®)

Legyenf g holomorf ac pontban, ac korlli hatvanysora f zq ’ am cdf.
Ezek ekvivalensek:

(@ fpeg fleg f2mpg ;0 P l9cg O

(b)) ag a i an i1 O

(c) freg pz cod" gpegegyc-ben holomorfgpeg fliggvéennyel.

pkq
Bizonyitas. paq 6 pbg mert ax f klpcq;
. !
mgopcgagmq ~ age o ™ fuggvénnyel.
k m
De nicio

Legyenf g holomorf ac pontban, ac korlli hatvanysora f zq | am cdf.

k 0
Azt mondjuk, hogy azf pzgnek ac pont m-szeres gyoke, ha:

(@) fpeg flog f2pog ::: fP™ l9cg 0 ésfP9cq O, avagy
(by ay a ::: an 1 O0ésa, 0 avagy
(c) freg pz cod" gpegegyc-ben holomorfgpeq fiiggvénnyel, éggpeg 0.

Tétel (unicitastétel; unicitas=egyeértelm{ség)

Legyen D tartomany, f;g;h : D N C holomorf, z;;2,;::: P D olyan konvergens sorozat, hogy
z. N PD ész,

(@) Hafm,q 0 mindenn-re, akkorf az egésD-n konstansO.
(b) Ha gz hpe,qmindenn-re, akkorg h az egésD-n.

Avagy, a fuggvény értékei barmelyikD belsejében torlodo sorozat mentén meghatarozzak a figg-
vényt; barmely értéksorozathoz legfeljebb egy fliggvény létezik.
Bizonyitas. Elég az (a) allitast igazolni, ebb®l a (b) allitds ak g h valasztassal kdvetkezik.

LegyenZ t wPD :fpvg Ouazf gyokeinek halmaza;
Z, Z'X D, agyokokD-beli torlédasi pontjainak halmaza.
A feltétel szerintlim z, PZ,, tehat Z; nemures.

Az f folytonos, ezért a gyokok torlodasi pontjai is gyokok: havy;ws;::: gyokok ésr!krgl wn PD,
akkor

g g feua Jpo o

EzértZ, € Z.
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A Z, halmaz D-ben relativ zart, mert Z* zart (torlédasi pontok torlédasi pontja torlédasi pont).

Meg fogjuk mutatni, hogy Z; nyilt is.

Allitas:  Z, nyilt, vagyis @ PZ, Dr j 0Bpx;rq € Z;.
o \Vegylnk egy tetsz®leges P Z; pontot; a c koril a maximalis Bpc; rq kdrben legyenf zq

S ae o

Azt akarjuk igazolni, hogyas, a; ::: 0; ha ez igaz, akkorBpc;rgbenf konstansO, a
koérben minden pont gydk, és minden pont gydkok torlédasi pontja, és idjpc;rq € Z;.

Indukcié. Legyena, az els® olyan egyultthatd, amir® még nem

bizonyitottuk, hogy O, tehata, a; ::: an, 1 O0marmegvan,

és vizsgaljuka,,-et. (Ham 0, akkor a feltétel Ures.)

Mivel c torlédasi pontja Z-nek, vannak olyanw;;w,;::: P Z pon-

tok, hogy W~ ¢ éswy N c.

f o
A gmeq ﬁ namE o m il fuggvény szintén holom-
orf a Bpc; rg korben, folytonos c-ben, ésgpw,q M 0.
pvn - cg”

Tehat,
an geq  limogpwveg lim 0 O

Ezek utan Z, az dsszefugg® nyilD-nek nemdires, egyszerre nyilt és relativ zart része, tehat a
telesD, de akkorD Z,€ Z € D miatt Z D, vagyisf konstansoO.

Kbvetkezmény (végtelen rendben eltn® flggvény)

Legyenf zgholomorf aD tartoméanyon.

Ha valamely pontbanfpcqg flog f2?peg ::: 0, akkor f konstansoO.

Bizonyitds. Hafpog floq f2peg i@ 0, akkor f ¢ korili hatvanysora a konstansO; a
konvergenciakdrben, majd a teljes tartomanyon a fliggvény konstafis

Kbvetkezmény

Ha f pzg holomorf, nem konstans & tartoményon, akkor azf minden gydkének véges a multiplici-
tasa.

Példa
Legyen az egységkorbeihpzq sin 112

A flggvény gyokeil kl(k 1,2;::0).

Miért nem mond ez ellent az unicitastételnek?
Valasz: Végtelen sok gyok van, de csak a hatarhoz torl6dnak.
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Azonossagok, még egyszer

Az unicitastétel segitségével bizonyitas nélkil atvihetjik a valésbol imsert azonossagokat komplexre.
Példaul a valés szamok korébesingx ygq sinxcosy cosxsiny; ez automatikusan érvényes
marad a komplex szamok kérében is; az egyetlen apro technikai gond, hogy itt kétvaltozés komplex
fuggvényekr®l van sz6. Ezen Ugy segithetlink, hogy két Iépésben, egyesével cseréljik a valos valtokat
komplexre.
El®sz0r rogzitsik ax valdés szamot, az/ helyére irjuk aw komplex valtozoét és tekintsik az

. ? . .
SINGX wWQg = SINXCOSW  COSX SINwW plq

egyenletet. Mindkét oldalon aw valtozo egy-egy egészfiggvenye all, és azvalds értékeire az
egyenlet teljesil. A valosw értékek persze torlédnak a sik belsejében, tehat az unicitastétel szerint
a két fuggvény ugyanaz; az (1) egyenlet minden komplexre teljesul.
Most pedig rogzitsik aw komplex szdmot, és cseréljuk ki az eddigi valéset egy z komplex
valtozéra:
sine wq ’ sinzcosw  coszsinw: 2q

Most is a két oldal egy-egy egészfuggvénygenek, és lattuk, hogy a két oldal egyenl® a barmely
valés értéke esetén. Az unicitastételt Gjra alkalmazva azt kaptuk, hogy a (2) minden komplexre
igaz.

Erdemes elgondolkodni azon, hogy ez a modszer mennyiben hasznalhaté a logaritmus és az
exponencialis flggvények esetében. A logaritmus esetében maga a flggvény létezése a gond, a
logzwg logz logw egyenletet nem tudjuk elég sok;w parra értelmezni.

Lokalis aszimptotikus viselkedés

Legyenf pzg holomorf ac pontban, fjocq f2poq  ::: ™ 19cg 0 ésf™%cq 0.
A hatvanysorba fejtés miatt ac kozelében

f Pkq
freq fpog kfmrz cf Oz c*;

tehat a fuggveny kicsiben kortartd, de nem szdogtarto: acsucsu szogekek-val megszorozza.

Tétel (maximume-elv)

Ha f pzq holomorf, nem konstans & tartomanyon, akkor:
(@) fpzg-nek nem létezik lokalis maximuma.
(bl) Haz;;z;:::PD, limz, w, és|fm,q| N sup|f|, akkor w a D hataran van.

(b2) Ha D korlatos, ésf folytonos aD lezartjan, akkor [f | a maximumét csak a hatéron veszi fel.
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Bizonyitds. HacPD, ésBpc;rg € D, akkor a kbzépérték-tulajdonsag szerint
»

1
f — f z|;
g o b fzq dz|
1 » 1 »
fpeg  — freqdz| & — feq |dz| = max fpeq:
2r 2 g 2r g 2 q r

Egyenl®ség csak akkor lehetne, liairAnya és nagysaga is allando lenne a kérvonalon; de akkor az
unicitastétel miatt f konstans lenne.
Tehat, akarmilyen kicsir-re
f pcg max f pzq;

|z cl r
az |f |-nek nem lehet lokalis maximumac-ben.
Ugyanez Parseval-formulaval:

8
Legyenc koril fpeq ~ a.pz o
0
Mivel f nem konstansr: azm; ap; . egyutthatok nem mind nullak.
8 72 . 2
fraf | 2l * lar™ o~ frc ore'q®dis max frq
n o 2 0 [z ¢ r
tehat
[fpcgl max fpeq:

|z ¢ r

Van-e minimum-elv?

N

Hafpcq 0O, akkor |f pzglnek ¢ lokdlis minimumhelye.

A

Hafpcq 0, ésc az |f eqfnek lokalis minimumhelye, akkorc az |1{f pzqlnek lokalis maxi-
mumbhelye, tehatf konstans.

Ha f -nek nincs gyoke, akkor van minimum-elv is.

Tetel (Schwarz-lemma)
Haf : DN D holomorf ésf poq 0, akkor
(a) If 'Wg| = 1;
(b) z Oesetén|f rq| = |z|;
(c) Ha az fentiekben egyetlen pontban is egyenl®ség van, akkprgegy0 koruli forgatas: f gq cz
valamilyen|c| 1-gyel.

Bizonyitas. Az f -nek a0 gyoke, tehatf pgq gmeq z valamilyen holomorfg fliggvénnyel.
A O-banf¥0q gpqg azt kell igazolni, hogy|g| & 1.

Legyenz; z;: :: P D olyan pontok, hogy|gme.q| N sup|g|. Ha g nem konstans, akkor a maximum-
elv miatt |z,| N 1. Ha g konstans, akkor mi valasztjuk a pontokat igy.
1¥|fmaal | gmaal k.l N suplgl 1 suplg|
Tehat az egész korlapong| @ 1.

Ha (a)-ban vagy (b)-ben, barmelyik bels® pontban egyenl®ség van, akkor {ut 1 Az
maximum-elv szerint ez csak Ugy lehet, hg konstans, gmeq c; ez a konstans persze egysegnyi,
és akkorf gq cz egy forgatés.
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10. Egeszfuggvények

Egyitthatobecslés. Liouville-tétel. Nem konstans egészfiiggvény értékkészlete sqrf. Kis Picard-tétel
(csak kimondani). A polinomok jellemzése nagysagrendekkel. Bizonyitas az algebra alaptételére.

Lemma (egyutthatébecslés)
Legyenf zq ﬁ oanz" egeszfiiggveény, és barmelyj O-raMpq max; . fpq. Ekkor

Mpq,
rn -’

lan| =

Bizonyitas. Egyutthat6formula, majd trivialis becslés:

»

1 f zq 1 fpq 1 Mpq Mpq,
ol o R i 2T 2T
Vagy, a Parseval-formulabdl:
8 1 ))2
lanl2r? 0’ Jalr® - fpe'q®dte Mpdf
k 0 2 o
. Mpq
Tehat |a,| @ o

Tétel (Liouville-tétel)

Ha egy egészfliggvény korlatos, akkor konstans.

o

8
n

Bizonyitds. Legyen a0 koruli hatvanysor f pzq oanz", akorlat |f gl 2 M.

Az egyutthatobecslés szerint | O-ra ésn ¥ 1-re
M -
|an| = e
Az r N 8 hataratmenetb®I azt kapjuk, hogyla,| 0 mindenn ¥ 1-re, tehatf konstans.

Kovetkezmény

Ha egy egészfliggvény nem konstans, akkor az értékkészlete sFtfien.
Bizonyitas. Indirekt. Tegyuk fel, hogy az értékkészlet nem s{r{, vagyis van edypc; rq kor,
amelyben a figgvény nem vesz fel értékef.pzg ¢ ¥ r minden z-re.

Legyengpeq frzq C; ez egy egeszfluggvény és
Lt
arezq fzq ¢ 1

A Liouville-tétel miatt gpzq konstans, de akkor
1
frzq —— cis konstans.
arzq
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Tétel (kis Picard-tétel)

Ha egy egészfliggvény nem konstans, akkor legfeljebb egy kivétellel minden komplex értéket felvesz.
Pl. az ¢ értékkészleteCztOu.
Kevesebb is elég:

Tétel
. f
Ha f jzqegészfliggvény éZthy %1 0, akkor f pzq konstans.

8
Bizonyitas. Legyen a0 kortli hatvanysor f pzq azk. n¥ 1ésri 1esetén
k O

M M - -
lan| 2 rirqo rgq;NO har N8 :

Tétel (a polinomok jellemzése)

f g

Ha f zq egészfliggvény, éim,gs i 0, akkor f pzq legfeljebbn-edfokd polinom.

8
Bizonyitas. Legyen a0 korli hatvanysor f zq a,zk. Az egyitthatobecslés szerint | 1-ra
k 0O
éesk¥ n 1-re

Mpg Mpq
la & =2

N O har N8 :

Tehat, |[ax] Omindenk n 1;n 2;:::-re, vagyisf pzqlegfeljebbn-edfoku polinom.

Tétel (az algebra alaptétele)

Minden nem konstans komplex polinomnak van komplex gyoke.
Bizonyitds. Atfogalmazva: Ha egy polinomnak nincs gyoke, akkor konstans.
Tegyuk fel, hogypeq a,z" ::: ag polinom,a, 0 és nincs gyoke.

1
Vizsgaljuk azf —— egészfluggvényt.
gal) g g g ggveny

Az f folytonos, és véges hatarértéke va -ben:

#
. . 1 . 1 L han O
lim fzq  lim ——  lim o
ZN8 ZN8 pPreq ZN8 Zn a, an 1 ... a 0 han i 0.

z Zn

ezertf korlatos. A Liouville-tétel miatt f konstans, tehéatp is konstans, kész.

Ugyanez, Liouville-tétel helyett maximum-elvvel:
Ha ppzqnem konstans, vagyish j 0, akkor Zlhry prezg 8 . A |pmgfnek van abszolit minimuma.
Ez egyben lokalis minimum is, vagyis ott a fliggvényértéa.
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11. Laurent-sorok

Laurent-sorok konvergenciaja. Kapcsolat a Fourier-sorokkal. Egyutthatéformula. Egyértelmfiség. Laurent-
sorba fejtés. Rac.tort fliggvények Laurent-sorba fejtése. Actgz fliggvény 0 korili Laurent-soranak els®
harom tagja. Parseval-formula.

De nici6

c koruli Laurent-polinom:

N
ang o awme g™ awm i@ g™t o oaym o
n M
c koruli Laurent-sor:
8
B a o a1
ae cd i a aE o amE of
n 8 e CCf z C
8 8
5 5 a n
anz o —
n 0 n 1pZ qu
- yd - 7 % 7 %
A Laurent-sor konvergens, ha mindkét iranyban konvergens: a, cd'és a , Z—lc
3 n O n 1
is konvergens (hasonloan a288 alaku improprius integralokhoz).
Haa ; a, ::: 0, akkor a sort hatvanysornak tekintjik; ac-beli érték azay.
Fourier-sor
8 8 8

fpprg ~ a@' ay %cosmtq ’ %sinpﬂtq

n 8 n 1 n 1
Olyan Laurent-sor, amit csak az egységkoérvonalon vizsgalunk.

A Laurent-sor konvergenciatartomanya

8 8
5 s a. n

n 0 nlpZCCP

48



3
A sor "pozitiv" fele, aﬂpz cd' egy hatvanysor, ez valamilyeng

kézéppontd,0 & R, o 8 sugarukor belsejében lokalisan egyenle-
tesen abszollat konvergens, a kor kilsejében divergens. (A hatarral
most sem foglalkozunk.)

8
A sor "negativ" fele,
n

tesitettiink; ez meg valamilyen,c kdzéppontu,0 @ R, @ 8 sugaru
kor kiulsejében lokélisan egyenletesen abszolut konvergens, belll
divergens.

LehetségesR, | R; is; a szamunkra érdekes eset, R, R1;
ilyenkor a konvergenciahalmaz egy "korgy{r{".

Ha a bels® sugab, akkor csak ac pont hianyzik.

Ha a kuls® sugéB , akkor nincs is kils® kor.

Az egyenletes konvergencia miatt a sor mindkét fele egy-egy ho-
lomorf fliggvényhez konvergal, avagy, az els® fele egy hatvanysor,
a mésik fele pedig egy hatvanysor és g2 fiiggvény kompozicio-

ja, tehat a masodik fele is holomorf. Tehat, a Laurent-sor 6sszege

holomorf.
Példak
Laurent-sor konvergenciatartomany
8 _n 8 n
R4 s Z
— | 0|z 8
n On n 1 n:
8 8
1 1 1
pzsn : > 1 z 1z 13
n n 1 pz q1
8 RO
e 1 H (2 1]z 1 1q
n 0 n 1pZ 1q1

Tétel (egyutthatéformula)
Tegyuk fel, hogy azR, | z ¢ R; korgyfrfin

8

5

f g aE o

n 8

Ekkor barmely R, r R; ésk PZ esetén

»

1 f pzq
S ——— dz:
21 |z c|rpZ Cd(l

Kovetkezmény

A Laurent-sor egyéertelmf.
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Bizonyitas.

8

T apv o
i» f pig " i» L "
2i |w c|rpN Cd(l 2i lw cf r py Cd(l
1 » 8 8 »
- Coapv oo Kt odw T &, o pv o ¢ dw
21w ns ) n 8 21 o
2 1 han k 1 1 _
o 0 han k 1 1 &

Tétel (Laurent-sorba fejtés)

Haf holomorfaR, |z ¢ R; korgyfrfin, akkor a c korul a fuggvény Laurent-sorba fejthet®

ezen a halmazon: o

5

f g az of; haRy; |z ¢ Ry

n 8

és az egyutthatok:
1 » f owg
an ———— dw barmelyR, r Ry-re.
21 w ¢l r pv - cd !
Bizonyitas. Vegyink egy tetsz®legespontot a gyfrfb®l. Az koril egy kicsi | 0sugaru korén
irjuk fel a Cauchy-formulat. Legyenr, ésr, két sugar,R, r, | z ¢ ésl|z ¢ rn R
A kis kort atnyomorgatjuk az r, sugard, pozitiv iranyitasu ; kor és azr, sugard, negativ iranyitasu

“ sz

» » »

weg W Z 21w z 21 ,w z

21
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Masképpen: Felirjuk az altalanos Cauchy-formulat a két 0j korb®I allé rendszerre: Barmilyen, a

korgyTry kulsejében felv® pontra, a két kor indexének 6sszeljgehat
»

»
1 fpvg 1 f pvg . .
o W Zdw o7 W Zdw ne; .q nE, .q frq 1 freg

A nagyobbik kéron ¢ 2.9 1 Az els® vonalintegral:
W C I

»
1 tewa L f pwg "
21w z 21 WPV Cqpz cq
17 f 1 1”7 f 8 2 ¢ "
4 png = ch L pvg > dw
21wV oCgq 21 wognPv cg@ [, W C
W C
8 » 8
. 1 f pvg .
— dw an
21 lw ¢ rle C(Tl pz Cd] n o pz Cd]

Ez lesz a Laurent-sor "pozitiv" fele.
A kisebbik koron 7= |Z'2C| 1. A masodik vonalintegral:
» f 1 » f
pyg dw = pyg
z 21 g W Z
f 1
lw c| r2 e cqg pw Cq 2i

»

f pivg
z w

dw

1
d —
W 21

B

lw c| r2

N

i w

2
» »

f pvg
lw ¢ rZFZ cq 1

dw

1
W C
z C

1
21
» K 8 »
1 fong 2w ¢ ; 1 1
— dw — fpvgw o dw @ cg
21 lw c| r2 94 cq kK 0 z C k 0 21 lw ¢l r2
’ — — " _dw o = a m of:
I lw c| r2 pw CcfI ! - n 8

n 8

Ez pedig a Laurent-sor "negativ" fele, kész.

Példak
Azonos koézéppontu, de kilonboz® korgyqrikon lehet killonb6z® a Laurent-sor.

Ha|z| 1, akkor

Ha viszont|z| j 1, akkor

1 1 . .
Az f zq 1 32 ﬁfijggveny Laurent-sorai

lz] 1 1]z 2 2 | z|
S 1 oz F o1 1 omt
1 1 —m
n 0 2" n O2n m lzm m 1 z"




Program: raciondlis tortek Laurent-sorba fejtése

¢z 1 -
Pl. f xq ﬁazlkorul, azl |z 1 2gyfrfn

) v . 1 1
1. maradékosan osztunk, parcialis tortekre bontjukf zq z 1 2 7 1
o - 1 1!
2. a magasabb foku tortek derivaltak, pl.? ~
3. atirjuk lggyel: f z 1 1 1 1
: Juk @z lggyel T1eq p q 1pz 19 z 1q 2
. o 1 101
4. minden nevez®b®I kiemeljik a nagyobb tagdtpzq pz 1q 11 1 571 1
z 1 2z
_ _ 3 k 1 3 k
5. atirjuk mértani sor 6sszegévéi zq pz 1q L L : 21
k 0 k 0
6. rendezzik, csoportositjuk.
Példa
A O korul, a0 | z] korben, irjuk fel ctgz Laurent-soranak els® néhany tagjat.
Ha |z| kicsi, akkor
1 2 Z Opk 1 2z 1
ctgz cosz a—— Pk =1 % %1 Opk|®q P —
SNz z1 % {% Opkla 2 1 % £p Opkl
1 zz 7t B2z k
S Opk/° -~ Opg°
z 2 24 OPH g 5 OPH
1 z2 74 22 7 72 ?
- 1 = = 6 1 s = = 6
z > 22 OPFI 6 120 6 Oreld
2 Z4 5 2 724 5
-1 > o2 Opk/[°q 1 6 360 Opk/°q
z z3 5
: 3 a5 OPHd

Tétel (Parseval-formula Laurent-sorokra)

Ha f pzg holomorf a|z| r k(g)rvonalon (tehat holomorf egy kicsivel nagyobb korgyfriin), és itt &

korali Laurent-sora f pzq a,z", akkor
n 8

1 » 5 o,
— fpetq dt lan|?r2":
2
Azr 1esetben »
1 72 2 ,
5 freq dt |an|*:
2
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Bizonyitas.

1 ))2 2 1 ))2
— fpetq dt  —
2 2
8 8
5 5 an%rn mi
n 8 m 8 2

fe'q fpetqdt

» 2

gn mat gt

0

»
1 2
2
8 8
n 8 m 8

53
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© a,pe'd
n 8 m
1 han
nm
Gn8mT 0 han



12. lzolalt szingularitasok

Izolalt szingularitasok osztalyozasa. A megsziintethet® szinularitasok, pélusok és Iényeges szingularitasok
jellemzése. Azel? viselkedése a0 kozelében. Casorati-Weierstrass tétel. Nagy Picard tétel (csak
kimondani). Viselkedés a8 -ben.

De nici6
Az f ranek ac pontban "izolalt szingularitdsa" van, haf holomorf ac egy I?pc; rq pontozott
kdrnyezetében, de nem értelmesben. Ezen belll:

Az f zgnek ac pontban "megsziintethet® szingularitdsa" van, ha van olyartben holom-
orf greq fuggveny, amelyre € kivételével) f zg  gpzg

Ha f pzgnek megsziuntethet® szingularitasa van, akkor azt is szokas mondani, hoggq
"holomorf" c-ben.

greq

Az f mgnek ac pontban "m-edrendf polusa” van, ha pzq o

, ahol m pozitiv
egészgeq holomorf c-ben ésgpeq 0.
Az f ranek ac pontban "lényeges szingularitasa” van, hanem megszintethet® szingu-

laritas, és nem is polus.
Példak

A

sinz . . N : s
A — fuggvénynek megszintethet® szingularitasa vanOeban.

A ctgz fuggvénynek els®rendq pdlusa van atébbszordseiben.

A

Az e?" fiiggvénynek lényeges szingularitasa vantaban.

Megszuntethet® szingularitasok
Tétel (megszintethet® szingularitasok jellemzése)
Tegyuk fel, hogyf pzarnek izolalt szingularitdsa van ac pontban. és ac egy pontozott kérnyezetében

a Laurent-sorba fejtése .

5

f g anp cd:

n 8
Ezek ekvivalensek:

(a) Az f ranek ac pontban megszintethet® szingularitadsa van.
(b)a; a, ::: O

(c) lim,g . f pzglétezik és véges.

(d) A cegy pontozott kbrnyezetéber pzq korlatos.

(€) im @ cqfpg O

Bizonyitas. (a)d (b), mert a hatvanysor lesz a Laurent-sor és forditva.
(@)f (c)i (d)A (e) trivialis.

(e)i (b): Legyenk tetsz®leges pozitiv egész; megmutatjuk, hogy, O.
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Veszlnk egy elég kicsi sugarat, felirjuk az egyuthat6formulat, majd trivialis becslés:
»

la «| —1 freq @ of Ydz e L max |fpeql r*?t 2r
2
21 |y g 2 d v

max |z oq freql r**

|z ¢ r

Most r N 0. A feltétel szerint lim,go max, ¢ (|l® og fEgl 0. A masodik tényez®rk !
konstans, hak 1, és0-hoz tart, ha k ¥ 2.
A hatarérték mindenképpenO, tehata  O.

Pélusok
Tétel (polusok jellemzése)
Tegytuk fel, hogyf gnek izoIéBIt szingularitasa van ac pontban, ac egy pontozott kbrnyezetében a
Laurent-sorba fejtésef pq = anpz  cd', ésm pozitiv egész.
n 8

Ezek ekvivalensek:

(@) Az f anek ac pontban m-edrend poélusa van.
b)a, O0¢€ésaymi: amz amsaz o O
(c) Az 1{f mzqfliggvénynek ac pontban m-szeres gyoke van.

(d) lzim rz cg'f pzq létezik, véges és nerf.

Kovetkezmény

f pzrnek akkor és csak akkor van polusaben, halziigncf g 8 .

greq
cqn

grzg hatvanysorat ¢ korul, és osszuk efz  cd"-mel, megkapjukf eq Laurent-sorat. Trivi, hogy
dmi1 am2 .. 0ésa, gmecqg O

Bizonyitas. (a)fi (b): Egy c-ben holomorf, nemnullagreqfiggvénnyelf pzq . Vegyuk

o

(b)fi (a): legyengreq  ® ,a, mmE cd', akkor f pzq grzgqﬂ ésgeq anm O
A greq | 1 1 .
a)o (c): Haf és 0, akkor —— z — és forditva.
@0 (©: Hafpq == ésgpod g P2 T o
orzq

(@f (d): fpeq o esgeq O, tehatlim @ od'feq  limgweq gpeg O

(d)f (@): A gmq pz cg"f pqfiggvenynek veges, nemnulla hatarértéke van, tehgmeagnek
megszintethet® szingularitasa vac-ben, gpeg értéke nemO.
Lényeges szingularitasok
Kbvetkezmeény (Iényeges szingularitasok jellemzése)
Tegytk fel, hogyf manek izolalt szingularitdsa van ac pontban, ac egy pontozott kbrnyezetében a
Laurent-sorba fejtésef zq y anz .

n 8
Ezek ekvivalensek:
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(a) Az f anek ac pontban Iényeges szingularitdsa van.

(b) Az a 1;a ,;::: egyutthatdk kozott vegtelen sok nemnulla van.

(c) A Izihrlncf zq hatarérték nem létezik (véges és végtelen sem).

Példa: Az eY? szingularitasa a 0-ban

Mindegyik holdacska képe a teljes komplex sik, kivéveGapontot.

Példa: Az exppl{iz i {3ghatdsa a O kdzelében

Casorati Weierstrass tétel

Ha f eanek I1ényeges szingularitdsa van @pontban, akkor

barmely PCY t8u -hez van olyanpz,; z,; : : :q sorozat, amelyrez,

c, zo N césfm,qN

Barmely r j O-ra, a Bc; rqpontozott kornyezett f szerinti képe,f pBpc;rq sTrf C-ben.
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