KFT jegyzetek, 2020 6sz

(Utols6 modositas: 2021. szeptember 12., 10:42)

1. Komplex differencialhatésag

Komplex szamok. Komplex sik. A komplex sik geometriai transzformaciéi. Hatarérték co-ben. Riemann-
gémb. Komplex differencidlhatésdg, geometriai jelentés. Cauchy-Riemann-egyenletek. Holomorf fiigg-
vény. Egészfiiggvény. Az inverzfiiggvény differencidlési szabalya.

1.1. Komplex szamok

Ezeket mind tudjuk algebrabdl, geometriabdl, esetleg kozépiskolabdl és ver-

senyekrol

o A komplex szamokat tgy kapjuk, hogy a valés szamok testét bovitjik ¢-vel, ami az
2? = —1 egyenlet gydke, vagyis C = R(7).

o A 2z komplex szam algebrai alakja z = = + yi, ahol x,y € R; 2 = Rez ésy = Imz a 2
valds, illletve képzetes része. (Tehét a képzetes rész is valés.)

o Az x,y betiiket fenntartjuk a valés és képzetes résznek, ezért komplex szamok jelolésére
inkabb mas betiiket fogunk hasznalni, foleg a z-t, de gyakran el6fordul w, ¢, w stb.

e Z =1 —yia z konjugéltja, |z| = /22 + 32 a z abszolut értéke vagy hossza; |z]? = 2Z.

o z # 0 kompex szam trigonometrikus alakja z = r(cos p + isin ), ahol r = |z|, ¢ = arg z
a z argumentuma.

e Az argumentum csak modulo 27 egyértelmii; tgy is mondhatjuk, hogy a (R,+)/27Z
faktorcsoportnak eleme.

o A trigonometrikus alakkal szép a szorzas, az osztas, az egész kitevos hatvanyozas és a
gyokvonds, mert  |z129| = |z1] - 22| és arg(z1z) = argz; + arg 2o

A két valés koordindta miatt a komplex szdmokat a sik (R?) pontjaival azonositjuk.

A topoldgia a szokdsos, ugyanaz, mint R?-ben:

— kornyezetek, nyilt és zart halmazok, 0sszefiiggoség
— szamsorozatok és sorok konvergencaja
— figgvények hatarértéke, folytonossag, egyenletes folytonossag

— fiiggvénysorozatok és -sorok pontonkénti és egyenletes konvergencaja, konvergencia-
kritériumok




1.2. Hasonlésagi transzformaciok

[ |

z+ b

z — z + b: eltolds a b vektorral

z — Z: tilkrozés a valos tengelyre

e 2z — —z kozéppontos titkrozés a 0-ra

ezek kombinécioi:

— a-z + b (irdnyitdstarto)

— a-Z + b (irdnyitasvalto)

z — a - z forgatva nytjtds a 0 kortl; ardnya |a|, szoge arg a.

Y

1.3. Példa

Irjuk fel képlettel a képzetes tengelyre valo titkrozést.

1. megoldas: A képzetes tengelyt a valés tengelyre forgatjuk, tukrozink, visszaforgatunk:
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= —Z.

2. megoldas: A képletet f(z) = az + b alakban keressiik. Két pont képe meghatarozza a, b-t.
PL. f(0) =0, f(1) = —1. Megoldva a = —1, b = 0, tehat f(z) = —z.



1.4. Példa (Két fontos fiiggvény: 1/z és 1/2)

1 1 1
- = - =_— arg — = —arg z, arg — = arg z
I . L
> e —: inverzi6 az egységkorvonalra
Z

1
o —: tukrozott inverzio
z

1.5. Definicié (Riemann-g6mb)

A sikot 1 db, oo nevii ponttal kompaktifikaljuk. Nincs minden iranyhoz kiilon végtelen, 6sszesen
csak egy végtelen van. z — o0 és |z| — o0 ugyanazt jelenti.

\ J

1.6. Definici6é

o "tartomany": nemiires, 0sszefiiggo, nyilt része C-nek

o 'egységkor: D ={zeC: |z| <1}
o 'zért egységkor: D= {z e C: |z| < 1}
o 'egységkorvonal": {z e C: |z| =1}

o "(egyvéltozos) komplex fliggvény": C egy részhalmazarol képez C-be




1.2. Komplex differencialhatésag

1.7. Definicié

Tth. f komplex fuggvény, B(a,r9) < D(f).
f(z) — f(a)

zZ—a

Az f differencidlhaté a-ban, ha lim létezik és véges; a jele f'(a).

A szokdsos ekvivalens atirasok:

f(2) = fa) + fi(a) - (2 —a) +o |z —a| ,
f(2) = f(a) + fi(a) - (z—a) +e(2) - (: —a) vagy
f(z) = f(a) + fi(a) - (z —a) +e(2) - |z — al

(limg e = 0, vagy ¢ folytonos a-ban és e(a) = 0)

1.8. Definici6é

e f(z) az a pontban "holomorf", vagy "regularis', ha az a egy kornyezetében differencialhato.

e f(2) a D tartomanyon "holomorf", vagy "regularis', ha D minden pontjaban differenciél-
hato.

o f(2) "egészfiiggvény', ha az egész sikon holomorf.

« O(D) a holomorf D — C fuggvények rendszere (vektortere).

(
.

1.9. Trivialitas

Ha f differencidlhato az a pontban, akkor f folytonos a-ban.




1.10. Mese (Geometriai jelentés, kovetkezmények)

Feltéve, hogy f!(a) # 0:

f(2) = f(a) = fuifomrhvoodn + Todémmd

forgatva nyujtas zaj
o szogtartod
o iranyitastarto
« kicsiben kortarté (kicsi kor képe kicsi kb. kor)

Kicsi korvonal képe aranyosan kicsi korvonal+zaj. Ha f'(a) = 0, akkor csak zaj...

1.11. Tétel (differencidlasi szabalyok)

A valés fiiggvényekre tanult differencidlasi szabalyok komplexben is érvényesek:

(f+9)=rf+g
(f-9)f=r-g9g+f¢

f fe-f-g

g 92
fla(2))' = f(g(2)) - ¢'(2).

A bizonyitas betiirdl betiire ugyanaz, mint valésban.

1.12. Tétel (inverzfiiggvény differencialasi szabalya, 0. valtozat)

Tfh. f(z) differencialhaté a-ban, f(a) = b, és f'(a) # 0;
g(w) értelmes b egy kornyezetében, ott f(g(w)) = w, g(b) = a és g folytonos b-ben.

Ekkor g differencialhaté b-ben, és g'(b) = )
a

Bizonyitas. A z = g(w) helyettesitéssel, ha w — b, akkor z = g(w) — g(b) = a, f(z) =
flg(w)) =w— b= f(a),

lim 79(10) —9(b) = lim -4 = 1

wbow—b 22 f(z) = fla)  fa)
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1.13. Kérdés

Tényleg sziikség van g folytonossagara? Vagy csak az eléado iigyetlen?

1.14. Példa

Hol differencidlhat6 az f(z) = z fuggvény?

Megoldas:
lim f(z) = J(a) — lim ~ % =7
za z—a zZaz—aq
vagy,
z = a+ r(cosp + isinp)-vel f(2) = fla) = rlcosp — isinp) = cos2¢p + isin2p

z—a r(cos ¢ + isin )

a hossza egységnyi, az irdnya 2¢, barmi lehet. Nincs hatarérték; z sehol sem differencialhaté.

Vegyiik észre, hogy Z nem is iranyitastarto.

1.15. Lemma (Hasznos trivialitas)

Két titkkrozés egyiitt éppen visszaforditja az iranyitast:
Ha az f(z) fiiggvény differencidlhaté az a pontban, akkor a

g(w) = f(w)

fiiggvény differencialhaté az @ pontban és ¢g'(a) = fi(a).

Bizonyitas.
fim ) 9@ _ g JE Ty JE e JE ma g
wa w-—a za zZ—a z a zZ—a zZa z—a

1.3. Cauchy—Riemann egyenletek

1.16. Kérdés

Mi a differencidlhatéség definicidja, ha a fiiggvényt kétvaltozds, R2-be képezd fiiggvénynek
tekintjiik?

1.17. Tétel (Cauchy-Riemann egyenletek)

Legyen f(x + yi) = u(x,y) + v(z,y)i (u,v valés értékiiek).
Az f akkor és csak akkor differencidalhaté az a + bi pontban, ha u és v valés értelemben
differencialhat6 az (a,b) pontban,

ou ov , ou ov
%(av b) = a_y(aa b) €8s a_y(a7 b) - _%(aa b)

u Ly C c —d cosp —singp
avagy, az ; leképezés Jacobi-matrixa az (a,b) pontban d ¢ = R Sw G

alakt.




Bizonyitas. Elég a = b = O-ra bizonyitani. (r = /22 + 42, c¢,deR). FEzek ekvivalensek:
e f40) = c+di = R(cosp + isinp)
fax+yi — f(0)=(c+di)(x+yi)+o(r)

u(z,y) +v(z,y)i — u(0,0) +v(0,0)i = (cx—dy)+ (dz+ cy)i+ o(r)

o u(z,y) —u(0,0) =cx—dy+o(r) é v(x,y)—v(0,0)=dx+cy+o(r)

ou ov , ou ov

. Thatd ¢ _Ou _ v _ du _ v
u és v diffhat6 (0,0) pontban, ¢ 6x(0’0) 6y(0’0) és d 2 (0,0) 6$<0’0)

1.18. Kovetkezmény

Tegyiik fel, hogy f holomorf a D tartomanyon.
Ha Re f vagy Im f konstans, vagy ha f! = 0, akkor f konstans.

Bizonyitas. Legyen f = u+ vi. Ha u = Re f vagy v = Im f konstans, akkor a Cauchy-Riemann

egyenletek szerint f' = ux — uyi = 0, illetve f' = vy + vgi = 0.
Ha f' = 0, akkor fx = fy, = 0, {gy minden vizszintes és fiigg6leges szakaszon f konstans. A D

barmely két pontja 6sszekothetd ilyen szakaszokkal.

1.19. Feladat

Legyen u(z,y) = eXcosy. Irjuk fel az 6sszes olyan v(z,y) fiiggvényt, amelyre

x4+ yi— u(z,y) + v(z,y)i

egészfiiggvény.

Megoldas: A Cauchy-Riemann egyenletekbol (z,9)
NExT
VU = —uy = €*siny, vy = ux = € cosy. :
I
I
Legyen C' = v(0,0). . -
0,0 0 0,0 0 (9:0) (=0)
» U(Z‘7y) - v(»?y ) + U(CE7 ) - U( 7»))( + U(C)(;’;y) - U(.T, =
=C+ w(§0)dé+  vy(r,()d¢=C+ 0dé+ €“cos(d( =C +esiny.

0 0 0 0

Még nem vagyunk készen; ellendrizni kell, hogy ezekre a fliggvényekre tényleg teljestilnek a
Cauchy-Riemann egyenletek.



1.20. Példa (Mercator-térkép)

Nem egyenes- és nem aranytarto, viszont szog- és kicsiben kortarto.




1.21. Példa (Leképezés komplex fiiggvényekkel)

=, gy i ot K I "n‘,.- e : /] ..'II Fidr ..'I l- .i"'{':]'-il‘I b
Van Gogh Mez6 c. képével és a tulorképeivel kicsempézték a sikot, és alkalmaztak ra a
Riemann-zeta fliggvényt.

https://pub.math.leidenuniv.nl/~smitbde/vis/goghriemann



https://www.kunst-fuer-alle.de/english/fine-art/artist/image/vincent-van-gogh/26/1/539041/field/index.htm
https://pub.math.leidenuniv.nl/~smitbde/vis/goghriemann

1.22. Példa (Leképezés komplex fiiggvényekkel)

ra “ -
Ugyanaz, mint az el6z6, csak Rembrant éjjeli orjarat c. képével és a j-fiiggvénnyel.
https://pub.math. leidenuniv.nl/~smitbde/im/nwdb-cropped-j.png

10


https://en.wikipedia.org/wiki/The_Night_Watch
https://mathworld.wolfram.com/j-Function.html
https://pub.math.leidenuniv.nl/~smitbde/im/nwdb-cropped-j.png

2. Hatvanysorok

Hatvanysor konvergencidja. Differencidlhatésag. Cauchy-Hadamard tétel. Taylor-egytitthato, egyértel-
miiség. Analitikus fiiggvények.

2.1. Konvergencia

2.1. Definicié (c koriili hatvanysor)

8
ap+ai(z—c)+ax(z—c)’+...=  an(z—0¢)" (c,aneC; 0°=1)
n o

A kézéppontban sziikségiink van a 0° hatvdnyra; ezt 1-nek definidljuk.

.

-

2.2. Példa

n

8 < , 7
e | — az egész sikon konvergens
nn
8
e . n"(z—2)" csak a z = 2 pontban konvergens
8 P . ) 1 1
o . %" az egységkor belsejében konvergens, a kérvonalon és kiviil divergens
g (z+1)" 2 g e PP
S e a —1 kozépponti zart egységkorlemezen konvergens, kiviil divergens
g8 2
e | — azart egységkorlemezen konvergens, kivéve a z = 1 pontot
n

2.3. Tétel

Tétel
<
e A an(z — ¢)" hatvéanysor konvergenciahalmaza egy ¢ kozépponti korlemez, a sugarat

n 0
hivjuk a sor konvergenciasugaranak. A konvergenciasugar lehet 0 és oo is.

o A korlemez belsejében a sor abszolut konvergens, kiilsejében divergens; a hataron sokféle
eset elofordulhat.

o Barmilyen, kisebb sugaru korlemezen a sor egyenletesen konvergens.

,
&

2.4. Megjegyzés

Az abszolut konvergens sorokat szeretjilk, mert mindenféle machindciét szabadon elkévethe-
tiink, az egyenletes konvergencia pedig jol jon majd, amikor integralni akarunk.
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2.5. Tétel (Cauchy-Hadamard tétel)

8
A an(z — ¢)" hatvanysor konvergenciasugara
no

1
= + .
limsup " |an|
Ha a lim sup értéke 0, akkor a konvergenciasugar végtelen, tehat a sor az egész sikon konvergens.

Ha a limsup értéke végtelen, akkor a konvergenciasugar 0, tehat a sor csak a kozéppontban
konvergens.

Bizonyitas. Elég ¢ = O-ra.

(a) Ha zzpz R sugaru korlemez kiilsejében van, vagyis 2| > R, ak-
kor limsup " |an| > ﬁ Emiatt_végtelen sok olyan n index van, amelyre
a a

" lan| > é Az ilyen n-ekre " |an|-|z| > 1, tehdt |anz"| > 1. Akkor
viszont a sor tagjai nem tartanak 0-hoz, a sor nem lehet konvergens.

(b) Vélasszunk most egy tetszéleges 0 < r < R sugarat, és vizsgaljuk a

sort az r sugarti zggt korlemezen. Legyen = <m< .

Mivel limsup " |an| = % < m, elég nagy n esetén " |an| < m. Akkor pedig barmely z < r-

re |anz"| < m™r™ = (mr)", a hatvanysor egyenletesen majoralhaté a  (mr)" konvergens mértani
sorral. Tehat, a Weierstrass-kritérium szerint az r sugaru zart korlemezen a sor egyenletesen abszolit
konvergens.

Ez barmely r < R esetén elmondhaté, tehat a sor a R sugard kor belsejében abszolit konvergens.

2.2. Tagonkénti differencialas

2.6. Lemma

8
Tegyiik fel, hogy az f(z) = an(z — ¢)" hatvanysor konvergenciasugara R.
n 0

8

(a) A tagonkénti derivdltakbol 4116 nan(z — ¢)" ! konvergenciasugara is R.
n1

(b) A konvergenciakor belsejében f differencidlhaté.

8
(c) A konvergenciakér belsejében f(z) =  nan(z—c)" !, vagyis szabad tagonként derivélni.
no1
g B
an(z—c)" = nap(z—c)" !
no n1
8 8
Bizonyitas. (a): nan(z —c)" 1 konvergenciasugara ugyanaz, mint  nan(z —¢)" konvergen-
n1 n 1
ciasugara, ami
1 1 1
' a - ' = ——a—=~R
limsup " |[nan|  limsup Iobion " lan] limsup " |an|
1

12



(b,c): Ismét ¢ = 0; 2 tetszbleges pont a kéron belil, és |z| < r < R.
Tudjuk, hogy az  nlan|r™ ! sor konvergens.
Csak olyan w szdmokat fogunk haszndlni, amelyekre |w| < r.

(5

_ 8 yn_., 8
flw) = f(2) _ a2 = T g Y 2 " L
w—=z n 1 w—z n 1

(+)

Az n-edik tag az ap-nz" ! szdmhoz tart. J6 lenne a szummat és a tagonkénti hatarértéket felcserélni.
8
> €
Legyen ¢ > 0 tetszOleges. Ehhez van olyan N, hogy nlanr™ ' < T Ezekhez van olyan
n N 1

0<d<r—|z|,hogy we B(z,0) és1 <n < Nesetén an w" '+...+2" 1 —napz" 1 <55, gy

f(w)_f(z) § n 1 § n 1 n 1 n 1
_ — nanz = an W +...+2 —nz <
w—==z n 1 n 1
N g e e
< an W P4+ 42" —nan" D+ lan] - 20" 1< N —— +2. - =¢.
n 1 n N 1 2N 4

Alternativ befejezés: A (+) sort dominélja az  n|an|r" ! konvergens sor, mert an w" !+
42" <ap| o™ L

A dominalt konvergencia tétel miatt az Osszeg és a w — z hatarérték felcserélheto:

. f(w)_f<z) . § n 1 n 2 n 1
lim —————= = lim an W +w' ‘z4+...4+z =
w z w — z w z

n 1
g g
_ \,1\,1H§ anwn L 20 4 401 _ an-nzn 1
n 1 n 1

NGO

« f(2) a konvergenciakor belsejében holomorf.

» f(2) a konvergenciakor belsejében akarhdnyszor differencialhato.

pka
L)
k!
8 8
o A hatvanysor egyértelmii: Ha  an(z —¢)" = bn(z — ¢)" a ¢ pont egy kornyezetében,
n 0 n 0

akkor an = b, minden n-re.
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2.8. Példa

Az egységkor belsejében
1
freq 1 z 22 78 3
Nézetre emelve:
1 R )

fpzqz Loz noZ moZ kOmnkZ koFk B

Négyzetre emelés helyett tagonként derivalva:
1 T
f lzq T noz nopqu nlnz
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3. Elemi figgvények

Exponencidlis, logaritmus és trigonometrikus fliggvények. A logaritmus és a hatvanyfiiggvény értelme-
zésének problémai, tobbértéky fiiggvény holomorf aga.

3.1. Elemi fuggvények de nicioi

A valdsbadl ismert hatvanysorokat kiterjesztjiuk komplexre:

8 n 2 3 4 5 6
Sz zz2 z2 7 72 z
& expz n Om 1 z > 3 a1 5 8
8 2k 2 4 6 8
: z zc z* z° z
cosz 1 1 = = = =
o F  oxg 2 4 6 8l
sinz g p 1d<722k -,z z Z Z
‘0 @k 1d 3 51 71 9
Ezek a sorok az egész sikon konvergensek.
taz sinz ctaz cosz
g cosz’ g sinz

3.2. Tétel ( expz tulajdonséagai)

(@ pfd € (b)y & & ) v & ¢

Bizonyitas. (a,b) trivi a hatvanysorbal.

(©):
8 8 n 8 n
5 1 5 1 5 n E 1 5 n'
ez w jpz Wqﬁ 7| ‘ ZkWn k 7| k' » ZkWn k
n 0 n: n 0 n: k 0 n 0 n: k 0 ‘M q
8 ok wn K 8 ’8 ZK wh K >8 ZK 38 wm

e ev:

n0k0k! m kq k On kk! m kq kOk! mOm!
Alternativ bizonyitas: Rogzitjuk as z w szamot. Legyerf gq € € 2.

flwq pe? €% pefd 2 & pf?d &€ 2 & peft?iq O

f konstans,fzq fp0q €.
Tehater €' €& e e ¢ V.
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3.3. Tétel

" €2 cosz isinz, e cosz isinz
Toe Y e poosy isinyqg e 0 le?| €Re?, arge? Imz pmod 2 g

€ periodikus2i szerint

R gz en i g eV eV
cosz ——— cogx vyiq cosx i

sinx

. gz ez . . & eV . & eV
sinz - ———— sinpx  yiq sinx i

cosz éssinz periodikus2 szerint

COSX

pcoszat sinz, psinzqt cosz

A megszokott trigonometrikus azonossagok érvényesek

Bizonyitas.

o | o P2G [z pzd ped pzd pzd ped  pzdf

2! 3! 4! 5! 6! 7! 8! 9!
1 AR AR A & : z2 z2 z' 2° .
51 4 & g A - T cosz isinz
Példaul

COSZ COSW Sinz sinw
ezi e Zi ewi e Wi ezi e zi eWi e wi

2 2 2 2
FE’Zi e Ziq@Wi e wiq peZI e ZinEWi e Wiq
4
gz wd  apz wg
5 cogrz wq

A tobbi azonossagot ugyanigy lehetne ellen®rizni.
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3.4. Kovetkezmény

A komplex exponencidlis fuggvényt alkalmazva
minden viszszintes egyenes ké@ebdl kiinduld félegyenes;
minden flgg®leges egyenes kép&bzEéppontu Kor,

vizszintes egyenesekkel hatérolt sav ké@ecsucsu szdégtartomany.

3.5. Kovetkezmeény (elemi figgvények hatarértékei, ha ImzN 8 )
fuggvény yN8 |[yN8
ez ey 0 8
: : 1
e 1Z ey X1 eliz 8 0
eiz iz
cosz S 8 8
2
: g7 ek
— 8 8
sinz 5
e?z 1] 1 e :
ez 1 1 e? :
ctgz i oz 1 [ 1 o2 [ i
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3.2. Logaritmus és komplex kitev®s hatvanyozas

3.6. ROzsasziny 4lom: Van-e komplex logaritmus?

Olyan logz fuggvényt szeretnénk, amelyre 0 esetén
z &7,
vagyis
|z] €92 gRel9z és argz  arge®®?  Imlogz;

vagyis
Redogzg |dpfplzl €s Impdogzq argz

valos log

.. 00 ... és még di erencialhato is legyen (de legaladbb folytonos).

Az argumentumot nem tudjuk folytonosan értelmezni az egészztOu sikon, ezért nincs az egész
sikon értelmes logaritmusfliggvény.

" Probalkozhatunk tobbértékq figgvénnyel, minden nemnulla szdmnak végtelen sok logaritmusa
lesz

" Vagy minden szamhoz csak egyetlen értéket valasztunk, de akkor cserébe nem minden szamnak
lesz logaritmusa.

3.7. Mese (Milyen D tartomanyokon létezik logaritmusfliggvény?)

~  Szemléletesen, ha a tartomany (vagy a tartomanyban egy zart gorbe) "megkeriliO-,
mint a balolali &bran, akkor nem létezikargz-nek éslogz-nek folytonos agab -n.

" Ha a tartomany "nem kertli meg" a0-t, mint péladul a jobboldali &bran, akkor létezik
D-n folytonos argumentum- és logaritmusfiiggveny.

Hamarosan megvizsgaljuk precizebben.
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A logaritmus "f®értéke": Nem értelmezzik a nempozitiv valés helyeken.

logz PRkl 1 argz; argz

valés log

: ; o 1
Ha a D tartomanyon létezik alogz-nek folytonos aga, akkor ez holomorf is, ésogzdt 7

Bizonyitdas. Legyenb P D tetsz®leges éa logh. Az inverz fuggvény di erencialasi szabalya
mYykodik: ¢ b, logbh a, €' di hatdé és a derivaltja nem 0, tovabba logz folytonos b-ben. Tehat,

1 1 1
Hoozd | mid @ b

3.10. A logaritmus azonossagai

A valés szamkorben érvényekgpalbg loga logb azonossag nem marad érvényes, hiszen
magat a logaritmust is csak modul@® i értelemben ismerjik, tehat komplexben legfeljebb csak
annyit mondhatunk, hogy

logpabg loga logb pmod 2i g

Amikor a logaritmus egy holomorf agat vesszik egy specidlis halmazon, akkor a végtelen spk
lehetséges érték kdzll ragadunk ki egyet. Barmilyen logaritmus agat (vagy agakat) valasztun
is, lesznek olyan esetek, amikdoga, logb éslogpabg kozil valamelyik nem értelmezett, de még
ha értelmesek is, akkor is lehetnek olyaa; bparok, amikor logpalgésloga logbnem ugyanaz,
hanem a kulénbséguR i -nek valamilyen tébbszoérose.

~
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3.11. Példa

Ha a logaritmus f®értékét vesszik, akkor
a nempozitiv helyeken nincs értelme a logaritmusnak, igy példaul
logp 1q ’ logi® 2logi
baloldala nem is értelmes;
példaul aza b &' esetben az argumentum "talcsordul™:

loga logb 4?' mig logpaly ZTI:

Ha a logaritmus f®értékéhe100i -t hozzaadunk, az is egy logaritmus &g, és példaul

log?> logl logl 100i:

3.12. Hatvanyozas? Mennyi legyen  a?

ab

exp b poga k 2iq ?
Az egész kitev®s hatvanyokkal nincs gond; teP Z, akkor loga minden értéke ugyanazt
a hatvany értéket adja.

Raciondlis, de nem egész kitev® esetén véges sok lehetséges érték lehet, példaul minden
komplex szamnak két négyzetgydke van; irracionalis kitev® esetén végtelen sok érték
létezik.

Fix alap eseténloga kiilonbdz® értékei kilonb6z& exp z logaqfluggvényeket adnak.

Megallapodas: haa x pozitiv valos, akkor a valos értéky logaritmust vesszik, ezzel a
valds exponencidlis fuggvenyeket terjesztjik ki.

Ha egy tartomanyon léteziklogf eanek holomorf aga, akkor a logaritmus mindegyik
agabol kapunk egy-egy lehetségészdf™ exp gmzq logf mq fuggvényt, ezek kozil
valaszthatunk.
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3.13. A hatvanyozas azonossagai

Rogzitett alap esetén érvényben maradnak & ¥ a* a" ésa* W a?{a"” azonossagok, és
ezek kovetkezményeként egészszamok esetén aga*d’  a™ is, mert mindig ugyanannak az
alapnak ugyanazt a logaritmusét vesszik:

az v g% wqlog a e loga wqloga e loga gV log a aZ a"

ezloga a2
ew loga a_w:
Pozitiv valés alapok esetén apalf a* b azonossag is érvényes marad, mert a megal
lapodasunk szerint mindharom alapnak a valos logaritmuséat hasznaljuk, és ott érvényes a
logpabg loga logbazonosséag:

az w epz wqlog a ezloga wqglog a

FHII]Z ez logpabq ez ploga loghbgq ez loga zloghbg ez loga ez log bg az bz:

Vegyes komplex alapok, esetén dvatosan kell eljarnunk, a val6sboél ismert képletek csak akkor
maradnak érvényesek, ha mindenhol a megfelel® logaritmusokat valasztjuk.

3.14. Példa (Mercator-térkép, ujra)

Most mar felirhatjuk a képletet a Mercator-térképhez. EI®sz6r szereogra kusan a sikba ve
titjuk a gdbmbot (ez a vetités egy térbeli inverzid, tehat szog- és kortartd), majd a vetlletre
alkalmazzuk a logarimusfiiggvényt, igy egy végtelen savokbdél allo, periodikus térképet kapunk

7N

i logz
e iz
1)
sztereogra kus vetllet a Déli
sarkbol (sz6g-, kor- és
irdnyitastarto) Mercator-térkép
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4. Komplex vonalintegralok

Rekti kalhat6 folytonos gorbén vett folytonos fliggvény vonalintegralja. Atirdas Riemann-Stieltjes integra-
lokkal. Atirds Riemann-integralla, ha a gorbe folytonosan di erencialhatd. Atparaméterezés, additivitas,
linearitas. Trivialis fels® becslés. Helyettesitéses integralas. Newton-Leibniz formula.

4.1. Folytonos goérbék

Lényegében ugyanugy, minR?-ben

|
N

4.1. De nicio
"~ Goérbe: :ra;tsN C, t PRXptg yptq, 9 ® ¥

Folytonos, di hato, folytonosan di haté stb., ha pq illetve xpgqésypqfolytonos, di -
hat6, folytonosan di hat6 stb.

I o

A gorbe hossza a beirt t('jr('jttvonal)ak hosszanak szuprémumas q sup J” . Fq
i 1g:a to tp ity b . Agorbe rekti kalhato, ha a hossza véges
Atparaméterezés:h : rc; ds N ra; bs szig. mon. név® bijekcio; az Gj gorbe h

A gérbe megforditasa:h : rc; ds N ra; bs szig. mon. csékken® bijekcio; az Gj gorbe h

4 .2. Trivialitas

) |
N

Folytonos gorbe atparaméterezései is folytonosak.

A gorbe hossza nem fligg a paraméterezést®l.

4.2. Komplex vonalintegral

|
N
N

4.3. De nicio (komplex vonalintegral)

Legyen : ra;bs N C folytonos gorbe,ésf pzq olyan komplex fliggvény, amely értelmes
pontjain.

Az f mzqfiggvény komplex vonalintegrélja a gorbén azl P C szam, ha minden' j Ghoz van
olyan j O, hogy azra; bs paraméterintervallum barmely, -na4l nomabb a ty t;

t, bfelosztasara eés; Pit; 1;tjsp 1,2;:::;nqgparaméterertekekre

n

“f pijg ®mg @ g 0™
i1
3 3

Jele: fmqdz, f




4.4, Tétel

(@) Ha rekti kalhat6 folytonos gorbe, ésf folytonos, akkor a f pzq dz vonalintegral
létezik.

(b) Ha : ra;bg N C szakaszonként folytonosan di erencialhat6, é§ folytonos, akkor
freqdz  2fp pag g,

Bizonyitas. Legyen X yiésf u vi. (a) Az integrdkdzelit® 6sszeg
n

i 1|OLCI)OO%b%OO(;Ioogr{’lgo0008(&30%0&(&06%0003/&3(90035%mlgOiOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

fppjaq pig P19
U p;q X9 X a4 i U pjg YR YR 1q
i1 i1
i v opja xpjg Xp 1@ Vv opjq  ypid YR iq:
1 i1

3 3 3 3
Ez a négy 0sszeg aﬁ up pqgdxpq az Zup pqodyptg az va pgadxpq illetve az va pgadypq
Riemann-Stieltjes integral egy-egy kozelit® dsszege.
Az u stb. integrandusok folytonosak, ptg ypqintegratorok korlatos valtozasuak, tehat mind
a négy RS integral létezik.
Ha a felosztas elég nom, akkor mind a négy kozetit® 6ssZ¢g-nél kozelebb lesz a megfelel® RS
integralhoz. Tehat a vonalintegral is létezik, és
» » b » b » b » b
f pzqdz up ptgodxptg i up ptqgdyptg i vp pggdxptg vp paadypg
a a a a
(b) Ha xpg ésypqis szakaszonként folytonosan di erencialhaté, akkor mind a négy RS integral
atirhatdo Riemann-integralla, pl. Zup pgqgdxptq zup pggtgdt, és
» » b » b » b » b
fzqdz up ptoogxqdt i up paogxqdt i vp pgcgqdt vp ptooftqdt
a a a a
» b » b

up qq vp gqq  Bigq Wig dt fp paq 9aqdt:

a a

4.5. Tétel

Ha ;a egy atparaméterezése, akkor
» »

(Ha az egyik létezik, akkor a masik is.)
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Bizonyitas. J.egyen ; h, h : rc;ds N ra;bs szig. mon. név®, egyenletesen folytonos.
Tegyuk fel, hogy f létezik.

Vegyunk egy tetsz®legést; ehhez létezik a de nicionak megfelel® Ehhez a -hoz létezik | O,
hogyu;vPrc;ds |u | eseténlhpug hpvq|

Hac ug Up . Un d egy -nal nonabb felosztasarc;dsnek, és ; P w; 1;u;s
akkora to hpogq t; hpuig ::: t,  hpuh,gegy -nal nomabb felosztasara; bs-nek,
i hpjqPt 1;ts és

“f g w9 oa g L f pjg ma g 1™
i1 i1

4.6. Tétel

Ha a ; és , egymas utan f{izése, akkor
» » »

f f f:

1 1

(Ha az egyik oldal létezik, akkor a masik is.)
Ha ; a -nak megforditasa, akkor3 1f i f.
- 1dz pog  paq
Ha i f pzqdz és3 gzqdz létezik ésc; d konstansok, akkor

» » »

c freqg d gmqodz ¢ feqdz d  gmqdz:

Bizonyitas. Ugyanaz, mint valés vonalintegraloknal.

4.7. De nicio (alternativ de nicio)

Legyen :ra;bs N C rekti kalhato, folytonos

A d egy korlatos valtozasu Lebesgue-Stielties mérték, a totalis variaciojp q
A vonalintegral a f flggvény LS integralja ad mérték szerint.
Minden Borel-mérhet® fliggvénynek értelmes a vonalintegralja

A vonalintegral linearis

A vonalintegral additiv

4.8. Lemma (trivialis becslés)

Ha a gorbe pontjaiban|f pzq| @ M, akkor

»

feqdz = M "p g
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Bizonyitas. A becslés minden integralkdzelit® 6sszegre igaz:

n n

5 5

f pja ma ®a9a e f pjg  p@g @ oage
i1 i1
hn bn
@ M ga g g M g B g2 M pqg
i1 i1
4.9. Kovetkezmény
Legyen rekti kalhato folytonos gorbe; f1;f,;:::, a pontjaiban folytonos fliggvények.
3 3
" Haf, N gegyenletesen, akkor f, N g.
o o 3 3
" Ha f, gegyenletesen, akkor f, 0.

Bizonyitas. Az egyenletes konvergencia miaty is folytonos.

» » »

fi g o ogge max|f, g ‘pqNO:

4.3. Miért szabad vonalintegralokat felcserélni?

El®fordul, hogy valamilyen kétvaltozo$ pz; wqfiggvenyt mindkét valtozéja a szerint vonalintegralunk
egy-egy goérbén, és sziikségink van a két integral felcserélésére:
» » » »
f;wqdw dz ’ fz;wqdz dw
zZP 3 wP 2 wP ; zZP 3

Mindig folytonos fliggvényeket integralunk rekti kalhato gérbéken. Ha mindkét gorbe folytonosan
di erencialhato, (specialisan ha mindkett® egyenes szakasz),: ra;ls N C és , : rc;ds N C, akkor
az Analizis3-bol tanultak m{kodnek: a lebontasi tétel miatt

» » » b » d

fpz;wadw dz f 1pg opug Ypugdu 9ptqdt

zZP 1 wP 2 »t a u c

f pig »pug SEqSpuqdt du:

pi;,ugPr/;bs r c;ds

A lebontési tétel bizonyitasat is meg lehetne ismételni Riemann- helyett vonalintegralokkal.

A Fubini-tétellel, mint atomtdltet] agyuval is le lehet I®ni a kérdést. A rekti kalhatdé gorbe
egyben (véges) komplex mértéktér is, a totalis variacié az ivhossz, a vonalintegral a komplex mérték
szerinti integral.

A Fubini-tételhez két dolgot kell ellen®riznink: az integrandus, &pe;wq fliggvény mérhet® és
korlatos (mert folytonos), tovabba|f |-nek a totalis variaciok szerinti integrélja véges:

» »

fz;wq|dw| |dz|= "p.q "p.q max fp;wg 8

zZP 1 wP 2
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4.4. Newton Leibniz formula

4.10. Tétel (helyettesitéses integralas)

LegyenD € C tartomany, :ra;ts N D rekti kalhato folytonos gorbe, F : D N C folytonosan
di erencialhato, tovabba h az F pontjain folytonos fuggvény. Ekkor

" Az F gorbe is rekti kalhato, és
» »

hpvgdw — hgepzaq Fizgdz.

A

F

4.11. Tétel (Newton Leibniz formula komplex vonalintegralokra)

LegyenD € C tartomany, :ra;bs N D rekti kalhato folytonos gérbe, F : D N C folytonosan
di erencialhat6. Ekkor »

F'zqdz Fppag Fp paqq

A NL formula a helyettesitéses integralas specialis esdéte 1-gyel.
Bizonyitas. EI®szor ha szakaszonként folytonosan di erencialhaté:

» ))b 1 ))b
hpwa dw h F pq F pq dt h F pq F! pg 9aq dt
F a a
» »b
h Freq F'egdz hF pg F' pg 9gqdt
a
ugyanaz.

Minden torottvonalnak létezik szakaszonként folytonosan di erencialhaté paraméterezése, tehat
a helyettesitéses integralas képlete igaz toréttvonalakra is.

A -nak van egy olyanr sugaru zart megvastagitasa, amely teljes egészélerbe esik. Ez a
megvastagitas kompakt, ezef ! ésh egyenletesen folytonos és korlatof; @ M és|h|a H.

Most megmutatjuk, hogy F rekti kalhato.
Vegyik F egy tetsz®legepwo; Wy;:::;W,q beirt poligonjat; a csucsok ®sképei-nak egy

r-nél kisebb atmér®;jy ivekre osszak.
Az o= gba irt poligon oldalszakaszaira mar felirhatjuk a tételt & 1 figgvénnyel:

» »

n n n n
w, w4 ldw 1 Fleqdz e~ M |z z 12 M ‘pg

i1 jo1rowpoaws j 1 14 1S i1
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3
Tehéat F tényleg rekti kalhato. A . hpvgdw vonalintegral is biztosan létezik.

A képlet bizonyitasa: Vegylnk egy" i O-t. Valasszuk aty;:::;t, osztopontokat olyan s{r{n,
hogy mindkét integralhoz"-nal kézelebb legyen a megfelel® integralkdzelit® dsszeg, ésegy-egy
ivének konvex burkan belllF ' megvaltozasa'-nal kisebb legyen.

» »

hpvgdw  hgF zqdr zgdz =

F

» n »

n
o hpwg dw hpvapy; Wi 1q hoFgafF ‘o z 19 hpFpeod zqdz
F i1 i1
bn
hpviaey, W 10 [YSgRSEN® AT Z 19 B

i1

hpw; q
bn
a "o hpvg pyvy w1 Fgae z g o
j 1
n » »
a2 H’ F'zqdz F'rzqdz =
i 1 T3 17s zj 1.zjs
n » n
a2 H’ Freq Flgg dze 2 H' "z 3z 4=p2 Hpag™
i1 'z 1gs i1

Ez tetsz®legesen kicSira igaz, tehat a két integral egyenl®.

4.12. Példa

Integraljuk a z PNz fuggvényt azy x? parabola0 és1 i kozotti ivén.

1. megoldas: Legyen pgq t it? (0= to 1), akkor 9¢q 1 2it,
» ))1 ))1

z dz g it?gd  2itqdt g 3it?2  2t3qdt }t ittt i
0 0 2 2 0

2. megoldas: Mivel z p %zqu, a Newton Leibniz formula szerint

»

1 1 1., 1, .
zdz éplq2 équ épl icf éO2 i:

4.5. [vhossz szerinti integral

Az ivhossz szerinti integral ugyanaz, mint kétvaltozés valésban, ezért nem de nialtuk kilon.
Ha :ra;ls N C elég sima gorbe, akkor a szokasos atiras Riemann-integralla

» » b

f pzqg| dz] fppg 9tq dt

t a
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4.13. ivhossz szerinti integral az egységkdrvonalon

Az egységkorvonal szokasos paraméterezése pq €'; amikor a vonalintegralt és az ivhossz
szerinti integralt atirjuk Riemann-integralla,
» » » 2

f mqdz f mqdz fptq ie® dt;

|z] 1 t O
illetve » » » 5
freqldzl  fmeqldz| f pe qat;
0

|z] 1 t
ebb®l is leolvashatjuk a jeldléseket, hogyit | dz| és dz et dt iz| dz|.
Geometriailag, amikor a kérvonalon & pontb6l az  dz pontba lépilink, a dz irdnya iz, a
hossza| dz|, vagyis
dz iz|dz|; | dz| E
iz
Ezeket a képleteket akkor hasznélhatjuk, amikor vonalintegrélt akarunk ivhossz szerinti integ-
ralla atirni vagy forditva.
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5. Cauchy-alaptétel

A primitiv fliggvény létezésének kapcsolata a vonalintegral eltnésével. Goursat-lemma és altalanositasa.
Cauchy-alaptétel konvex, és csillagszerq tartomanyra. Holomorf fliggvénynek minden konvex/csillagszer|
tartomanyon van primitiv fliggvénye. Homotép gorbéken a vonalintegral megegyezik. Példa arra, hogy

nem egyszery tartomanyon a Cauchy-alaptétel nem igaz.

5.1. Folytonos fliggveény primitiv fliggvénye

5.1. Tétel (A primitiv fliggvény létezése)

LegyenD € C tartomany, f : D N C folytonos. Ezek ekvivalensek:
(a) f -nek létezik primitiv figgvénye: valamilyenF P OpD qfliggvénnyelf F1
(b1) Kozos végpontu,D-ben fekv® rekti kalhato folytonos gérbékeri vonalintegralja egyeni®.
(b2) f komplex vonalintegraljaO minden D-beli zart, rekti kalhato folytonos gorbén.
(cl) Kozos vegpontu,D-ben fekv® torottvonalakonf vonalintegralja egyeni®.

(c2) f vonalintegralja O minden D-beli zart téréttvonalon.

Bizonyitds. (a)uf (b): kdvetkezik a Newton Leibniz formulabal.
(b)tA (c): trivi (minden TV egyben rekti kalhato folytonos gorbe is).
(c)th (a): megismételjuk a valds figgvényeknél latott bizonyitast. Ki-
elolink egy zo P D kezd®pontot, ésF-et igy de néljuk: Fpzq

f pvg dw, barmelyik zp-t z-vel 6sszekdt® tordttvonalon. A (c)
tulajdonsag miatt a vonalintegral értéke fliggetlen a térottvonaltél.
Azt kell még ellen®rizni, hogy tényled zq f g
Vegylnk egy tetsz®leges P D pontot. Azt fogjuk igazolni, hogy
Fleq fpq
Legyen" j 0 szintén tetsz®leges.

Az f folytonos z-ben, tehat van olyan j 0O, hogy Bpz; q€ D, to-
vabba minden PBpz; gqra|fpq fpeql .

0O |w 7z esetén
» » » »
Fpvg Fpeq fpaqd f zqd fpg fregd frgw zq fpg feq d
rz;ws rzZ,ws rz;ws rz;ws
»
Fovg Frq frqw zq fpg fegd o sup fpg freq [w zl=a " |w Zz|
rz:ws Prz,ws
Fpvg Fpeq
—w 2 feqa ™
Tehat \Li,glnz W f eq az F fuggvény di erencialhatdé az pontban ésFlizq f g

Ez mindenz PD pontban igaz, tehatF primitiv figgvénye f -nek.
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5.2. Holomorf figgveny primitiv fliggvénye

5.2. Lemma (Goursat-lemma)

LegyenD tartoméany, f : D N C holomorf. 5
Ha iranyitott haromszégvonal, a belsejével egyutb -be esik, akkor frqdz O.

Bizonyitdas. De nialunk egy o; 1;::: haromszdgsorozatot. A ,, mentén a vonalintegral
I'n fqdz.
Az els® haromszdg maga a: elem | , €s azt akarjuk igazolni, hogylo 0.

Ha |, mar megvan, akkor a kdzépvonalakkal négyfelé osztjuk, és, 1 az a negyed haromszog
lesz, amelyen a vonalintegral abszolut értéke a legnagyobb.
|Inl.
4 ’
a . kerllete p nq

A négy integral 6sszegé,, tehat [l 1| ¥
[1o]

@

P q
n
Legyenc az a pont, amelyre a harmszégsorozat 6sszehtzédik.

Indukciéval |I | ¥

A f dierenciadlhaté a c pontban. Az fpg a ésflpeg b szamokkal ac kozelébenf pzq
a bz cq

Rogzitsiink egy tetsz®legé'sj O-t.
Mivel f di erencialhaté c-ben, van olyan 0, hogy aBpc; qkoérben

freg fpeg fegr o freg a b cge ™ |z
Vegyilnk egy olyan nagyn-et, amelyre mar , € Bpc; g

» » »

n 21l freqdz o 1Gbod®BorfEboodbon frq a bz ogdz =

n n n
van primitiv fliggvénye

a0 Er';affpzq aw cg b p.g p" P ~09 P nQ
ol " "p o

Ez minden"-ra igaz, tehatl, O.
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5.3. Kovetkezmény
LegyenD tartomany, f : D N C holomorf.

A

Ha D csillagszer{ (pl. konvex), akkorf integralja O minden D-ben
fekv® zart toréttvonalon. HaD csillagszer, akkorf -nek létezik
primitiv figgvénye.

f -nek minden pont korll Iétezik lokalis primitiv fliggvénye.

K6z0s végponti homotop rekti kalhato gorbékerf vonalintegralja ugyanaz.
Homotop zért rekti kalhaté gorbéken f vonalintegralja ugyanaz.

N

Nullhomotép rekti kalhaté zart gorbéken f vonalintegralja O.

5.4. Tétel (Cauchy-tétel; Cauchy-féle integraltétel; Cauchy-alaptétel; a komplex

analizis f®tétele)

Ha D egyszeresen 0sszefligg® taytomany,fésolomorf D-n, akkor minden, D-ben fekv® rek-
ti kalhat6 folytonos zart gorbén fmqdz O.

5.5. Tetel

Ha D egyszeresen 6sszefugg® tartomanyf ésolomorf D -n, akkor f -nek létezik primitiv fligg-
vénye.
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5.6. Példa

Az - fuggvény holomorf aCztOu tartomanyon, de a tartomany nem egyszeresen 6sszefligg®.
Szamitsuk ki a fluggvény vonalintegraljat az egységkorvonalon.

»
dz

lz2] 1 £

?

3
Jelolés: azt jelenti, hogy a pozitiv iranyitasu koron integralunk.)
|z ¢ R

A kor egy paraméterezéseptq €' (Onto 2 ); ® ie' avagy dz ie" dt;
» ))2 ))2

}dz it ie dt idt 2i

2| 172 t o€ t o

(Ha Iétezne holomorf logaritmus aztOu tartomanyon, akkor az integralO lenne.)

Az iranyitott kdrvonallal homotép gorbéken az integral ugyanez.
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6. Cauchy-integralformulak

Cauchy-formula korvonalon, konvex és csillagszerq tartoméanyon. A derivaltakra vonatkozé Cauchy-
formula. Ha egy fliggvény egy nyilt halmazon egyszer di erencialhato, akkor akarhanyszor di erencial-
hat6. Gorbe pontra vonatkozé indexe. Az index tulajdonsagai. Az altalanos Cauchy-formula gorbein-
dexszel (csak kimondani). A logaritmus létezése egyszeresen 0sszefligg® tartomanyon.

6.1. A Cauchy-formula

Barmely cPC ésr j 0 esetén »

|zc|rZ C

Bizonyitas. A korvonal egy paraméterezéseptq ¢ re' (Omta 2).
» ))2 1 ))2 1 - ))2 . .
— Hiqdt —- rie” dt idt 2
|z r Z C 0 Z[Iq C o e 0

6.2. Tetel (Cauchy-formula korlapra)

egyenf holomorf a Bpc; Rgnal valamivel nagyobb koérlapon. Ekkor barmely,z P Bpc; Rq
pontban »

1 f pvg
f — dw:
k29 21 |y g RW Z
Bizonyitas. Legyen" | O tetsz®leges. Ehhez van olyan j O, hogy |[w z| & r esetén
frzqg fpvgl ". Alw ¢ R kérvonal homotép alw z| r kdrvonallal, igy
» »
1 LIPS T g,
21 g RW Z 21 oz W Z
7 1 17 fpvg freg 17 fpvg freq
feq — dw — ——— dw freq 1 — ——— dw;
21 oz W Z 21 oz W 21 gz W Z
1”7 f pvg 1”7 frq fpng (I
— — f — _ — - 2 "
21 o RW de Feq 21 Wy W Z quZ r '
3
Ez minden" | O-raigaz, tehat ;- . P dw frq O
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6.3. Tétel (dervialtakra vonatkozé Cauchy-formula, kdrlapra))

Legyenf holomorf a Bpc; Rgnal valamivel nagyobb kérlapon. EkkorBpc; Rq belsejében a
kdrlapon akarhanyszor di erencialhato, és
»
n! f pvg
fP9zq = —
2i lw ¢ R pwv Zq1 !
Formélisan
»
d" 1 f pvg
mg il
Feq dz" 21 |y o rW de
» »
1 B' fpng 1 n! fpwg
— — dw — ———— dw:
2i lw ¢ R Bz" w z 2i |w c|RpN ZCPl

Bizonyitas. Indukcié n szerint; n  0O-ra ez éppen a Cauchy-formula. Ha az allitas igarre,
akkor

f FnQp q f Fﬂszq

fm Ywzq lim
N z

z
i 1 n > f pvg dw n > f pvg dw
'{lnz Z»Zi [w c|RpN q‘\l 2i [w c|RpN ZCPl
jim f pwg wozd *pw d
» Nz 2i |w c|RpN CPle ZCPl z
n! f pvg

v zd pw zd v g ;i pw d dw:

Nz 2i w ¢ R PV q ‘pv zq !

|

Nz 2i w ¢ R PN q pv zq !

v zd" pw zd 'pv g i pw d dw

kdrvonalonf folytonos, tehéat korlatos. Haz tavolsaga a korvonaltold, akkor

P sz;gfq eseténjw | i 9§, és az integrandus N z esetén egyenletesen

pvq .

_—— 1 zd' fuggvényhez.
o ZanzIOn v zd' figgveny
(Az egyenletes hatarérték felcserélhet® az 6sszeadassal és a szorzassal, és re-
ciprokkal is, ha a nevez® limeszfliggvénye nem torl6dilbdo0z.) Az egyenletes
konvergencia miatt a limesz és az integral felcserélhet®:

tart a

»

: f pvg
pm 1q
f zq o7 IlﬁrlnZ o Qv zg 3 pv zd' cpw d  dw
nt 7 " Rf pvg m 1d 7 f pvg
2i “ﬁrlnz pyv  zg" 2 o lgwv zqt dw 2i pv zq 2
lw ¢l R lw ¢l R

Egy masik lehet®ség a korlatos konvergencia tétel. A kdrvonalaiz véges LS mérték|  z| g
esetén az integrandus egyenletesen korlatos, igy az integral és a pontonkénti limesz felcserélhet®.

(Utolso lehet®ségkeént (pl. vizsgan) hivatkozhatunk a Nagy Bivaly baratsagara is.)
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6.4. Kovetkezmény

LegyenD tartomany, f : D N C folytonos.

A

Ha f holomorf, akkor akarhanyszor di erencialhaté.

N

f akkor és csak akkor holomorf, ha lokalisan Iétezik primitiv fliggvénye.

Morera tétele: haf -nek mindenD-ben fekv® haromszdglemez kerilete mentéra vo-
nalintegralja, akkor f holomof.

6.5. De nici6 (gorbe indexe)

Legyen rekti kalhat6, folytonos zart gorbe, ésc egy olyan pont, amelyen nem megy at. A
gorbe c-re vonatkozo indexe, avagy korlli koruljarasi szadma
»

1 dz

np;cq ind pcq TS

6.6. Mese

z dz c dz
d argm cq ImziC Imﬁ
»
R loglz« ¢ loglz« 1 ¢ i arg*—C
- k k 1
Zk 12 c gZk1 - g ng]_ C
» dz n n
- loglac d loglzc: o i agm cg 20 npicq

k06000000000000000000MOOO000GOE00000000000N
0

(Mostantol a T kvazi az integraljel része...)

6.2. Gorbeindex és egyszeres 0sszeflgg®seg

6.7. Tétel

LegyenD € C tartomany. Ezek ekvivalensek:
(1) D egyszeresen 0sszefugg®;

(2) Barmely c RD-re ésD-beli rekti kalhato, zart folytonos  gorbérenp;cq O.




Az plq A p2qtrividlis. A [@2q A plgirdnyt most nem bizonyitjuk.

6.8. Tétel

gorbe pozitiv, a bels® hatargdrbe negativ iranyitasu, akkor

o

(1) cPD esetén npj;cqg 1

(2) cRD esetén npj;cqg O.

6.9. Tétel (Altalanos Cauchy-tétel)

Legyen D tartomany, f : D N C holomorf, valamint 1;:::;  rekti kdlhato zart gorbék
D-ben agy, hogy barmelyc PCzD pontra npj;cq 0. Ekkor
K »
feqdz O

ben gy, hogy barmelyc PCzD pontra npj;cq 0. Ekkor barmely z PD esetén, amelyen
nem mennek at ezek a gorbeék,

| > f pvg K
5 . f
l2i ;W zoIW jlnpj,zq -

5

j

6.3. A logaritmus létezése

6.11. Tétel

Ha D egyszeresen dsszefligg® tartomany0éR D, akkor létezik logz-nek holomorf aga
D-n.

" Ha D tartoméany, 0 RD, és barmelyD-beli zart gérbe O-ra vonatkozé indexe0, akkor
letezik logz-nek holomorf agabD -n.
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Bizonyitas. Az otlet: Vegyuk 1{z egy primitiv figgvényét.
Barmely D-beli zart gorbének aO-ra vonatkozé indexe0, tehat 1{z vonalintegralja 0. Ezért
1{z-nek létezik primitiv figgvényeD -n.
1
Valasszunk egyz, PD kezd®pontot, és egy olyahpzqfliggvényt, amelyrel 'zq = ése-Pod 7z

(az L-hez hozzaadhatunk egy konstanst).
Legyenhmq z e '™ ekkor tehat hpmeog 1,

1
heqg z e'™  e'™ z e'™ kg, O
Yz

ezérth konstans1, tehat e-®9 z; az Lzqflggvény alogz-nek holomorf aga.

Ha D egyszeresen 6sszeflgg® tartomaimygzq holomorf D-n, és sehol sen®, akkor létezik
logf pzgnek holomorf agaD -n.

Bizonyitas. Otlet: Ha létezik logf , akkor a derivaltja —. Vegyuk ennek egy primitiv figgvényeét.

f
Legyen fzq flng ez holomorfD-n. A D egyszeresen 0sszefligg®, tehddrnek |étezik primitiv
fliggvénye. Vegylnk egy, PD kezd®pontot, és valasszunk egy olyaneqfiiggvényt, amelyreL !
ése-™d  f g Legyenhmq f o “P9ekkor tehat hpzog 1,
Mg T PO e P e SRen O
fyf
ezérth konstans1, tehat -®9 f wq az Lpeqflggvény alogf penek holomorf aga.

6.13. Példa (Young-tétel szerfség)

Ha f pz; wq kétvaltozos komplex fliggvény, folytonos apa;bq egy kérnyezetében, és mindkét
valtozé szerint holomorf, akkor aD ;D ,f pz; wgésD,D;f pz; wgmasodrendq parcidlis derivaltak
léteznek és egyenl®k.

Bizonyitas. a ésb koril vesziink egy pici,r sugaru kdrvonalat. Ezeken belil Cauchy-formula
w-re: »

: 1 fretg
Dat peiwy 2i oy P qud

Ez z-ben holomorf, mert minden kis haromszdgon 0 az integralja:

» » fFZ q » » dl » dl
“—d dz fz;!qdz ——— o —— O
oo P qu b r . Pooowg noor B wef

Most Cauchy-formulaz-re:

» »

| al r | al r|' b r

A D,D;f pz;wgre ugyanez a képlet.
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a2 Pjstikének mindenr®l 2

Fel akarjuk irni egy fuggvény harmadik derivaltjat? Integralni kell.

o]

a lgazolni akarjuk, hogy egy fuiggveny holomorf? Integralni kell.

& Meg akarjuk konstruélni a logaritmusfiiggvenyt? Integrélni kell.

@ Meg akarjuk szamolni, hogy egy gorbe hanyszor kerili meg a nullat? Integralni kell.
a Be akarjuk bizonyitani a Young-tételt? Integralni kell.

@ Hatvanysorba akarunk fejteni egy fliggvényt? Integralni kell. (jov® héten.)

a Meg akarjuk szadmolni, hogy egy egyenletnek hany megoldasa van? Integralni kell.

a Be akarjuk bizonyitani az implicitfiggveény-tételt? Integralni kell.

Integralokat csereberélni jo! :-)
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7. Flggvénysorozatok és paraméteres integralok

Holomorf fiiggvények lok. egyenletes limesze holomorf. Ugyanez sorokkal és paraméteres integralokkal.
Ha lokalisan egyenletesen korlatos fiiggvények sorozata egy sfrf halmazon pontonként konvergens, akkor
lok. egyenletesen konvergens. Vitali-Montel tétel.

7.1. Holomorf figgvények egyenletes limesze

7.1. Teétel (Weierstrass)

Holomorf fliggvények lokalisan egyenletes limesze holomorf, avagy:

Ha D € C tartomany, f1;f,;:::: D N C holomorfak ésf,mzq N gmeqlokalisan egyenletesen,
akkor g holomorf ésf 'rzq N g'zq lokélisan egyenletesen.

Emlékeztet®ul, "lokalisan egyenletesen™:
Minden pontnak van olyan koérnyezete, ahol, vagy:

Minden kompakt részhalmazon.

7.2. Kovetkezmény

Lokalisan egyenletesen konvergens sorozatokat €s sorokat akarhanyszor szabad tagonkeént|de-
rivalni.

Bizonyitas. (a) Morera: ahhoz, hogygeq lim f ,zg holomorf legyen, elég, ha folytonos, és
barmely D-beli  zart haromszdglemez kerlletéf a vonalintegralja.

A haromszdglemez kompakt, igy ezen a halmazbnN g egyenletesen. Folytonos fliggvények
egyenletes limesze folytonos, ezégtis folytonos; igy biztosan létezilg vonalintegralja a haromszog-

vonalon. » » »
gzqdz Jkrpfnrzq dz nIlNrQ fhqdz anQO (0
(b) LegyenBpc;RgE€ED,0 r R,zPBp;rg
Barmely " j 0-hoz van olyan ng, hogy n Ng esetén
leC?Xlenqu gpwa|

Barmely z PBx;rgre

» »
1 fapivg 1 gpwg
1 = n _— =7
fara g 2i g rPV 2z aw 2i g rPV 2z aw
» »
1 fapvg gwvg 1 fava_gpvg_
2 wdr N og pz o 2 warw dlz ¢°?
1 " R .
"2 R @ " R @

Ez minden"-ra igaz, tehatf ‘rzq N g'qegyenletesen & pc; rq kdrben.
Minden c-nek van olyan kérnyezete, ahdl, N g egyenletesen.
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7.3. Példa (Riemann-zeta fliggvény)

(Hagyoméanyosans it)
Ha i 1,akkora ¥ félsikban Fkozos konvergens majorans, tehat a sor egyenletesen
konvergens.

A Weierstrass-tétel szerint psgholomorfa 1 nyilt félsikban, és

8

5 logn
;g L

s
n 1 n

( = 1esetén a sor divergens.)

7.2. Paraméteres integralok

7.4. Tétel

LegyenD tartomany, f :ra;bs D N C folytonos, minden régzitettx P ra; bsre z PNf px; zq
holomorf. Ekkor az »
Feq f px; zqdx
X a
paraméteres integrél is holomorf és

»b

Fleq D,f px; zqdx:

X a

Bizonyitas. Ugyanaz, csak szumma helyett integréllal.
(@) Barmely € D haromszdglemez koril

» » » b » b » » b

Freqdz fpx;zqdx dz fpx;zqdz  dx Odx O

zP X a X a zP X a
tehat F pzg holomorf.

(b) Barmely z PD pont koril egy kis, r sugaru kérben

» » » b

1 dw 1 dw
1pzq 21 lw z| r o py Zq2 21 w z| r X a P e py Zq2
» 1 » dw »y

. fp;wgG—— dx D.f p; zqdx:

X a 2i lw z| r - pw ZqZ X a 2t P24
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7.5. Példa (az Euler-féele Gamma-fiigggveny)

B0 x$ e *dx pResj 0Og

holomorf, és >

Tsq x® e *logx dx  pResi Oq

x 0
Az el®z® tételt kiterjeszthetjik improprius integralokra, vagy vehetjik a
s 1

e " dx

lokalisan egyenletesen konvergens fliggvénysorozatot.

7.3. Pontonkénti konvergenciabdl egyenletes konvergencia

Ha D € C tartomany, f1;f,;:::: D N C holomorfak és egyenletesen korlatosak (tehat van
olyan K, hogy |[fhzq| @ K minden n-re és mindenz P D-re), és egy sfr{S € D halmazon
f ,pzg pontonként konvergens, akkor aZ ,zq sorozat lokdlisan egyenletesen konvergens.

Bizonyitas.
Vegylunk egyc PD pontot és korulotte egy kort: Bpe; R "q € D.
Legyenr % és|f,meql @ K minden n-re ész-re.

El®készilet. Barmelyz PBpc;rgre és barmelyn PN -re

»

1 1 K 4K
f lzqo 5T dw o BT 2R —;

R r R’

fnpig
lw ¢ R WV Zq2

ezért barmelyz;; z, PBpc; rqpontokra

4K
frzig frpzeq @ R |z, 2z

(A kis koron belul f4; f5;::: egyenletesen Lipschitz.)
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Legyen" j O tetsz®leges.

hogy ezek" sugaru kornyezetei lefedjéiB pc; raet.
Van olyan ng, hogy barmely n;m ¥ ng-ra €s mindenl & j © k-ra

fapsq fmpsiq ". (Mindegyik j-hez van ilyen kisz0b; vesszik a
maximumot.)
Most tekintsiink egy tetsz®legez P B pc; rq pontot.
Ehhez van egys; pont, amelyre|z s;| ". Ezért
fapzq fmpeq e
o fanq fnijq fmI:qu fmpZCI anqu fmFqu a
Wioop ®yp o) v o2 K ow K
R R ) R R '

Tehat: Minden " | 0-hoz van olyanng, hogy mindenn;m | ng és

barmely z PBc;rqeseténf,jzq fnmq e % 1"

Az f,qflggvénysorozat egyenletesen konvergeRgc; rgen.

7.7. Tétel (Vitali Montel)

Ha D € C tartomany, f1;f,;:::: D N C holomorfak, és egyenletesen korlatosak, akkor ezek

kozul kivalaszthato lokalisan egyenletesen konvergens részsorozat.

V.6. Bolzano-Weierstrass tétel: Minden korlatos szamsorozatnak van konvergens részsorozata.

V.6. Arzela Ascoli tétel: Ha fq;f,;::::ra;bs N R egyenletesen korlatosak és egyenl® mértékben
egyenletesen folytonosak, azaz

@i 0D 0@ @yPr;bs [x V| i |faxg frhpyal

akkor kivalaszthatd egyenletesen konvergens részsorozat.

Bizonyitas. Legyens;;s;;::: egy srf sorozatD-ben.

A Bolzano Weierstrass tétel miatt miatt van olyan N; p ny.1; ni.p; Ny.3; i g sorozat, amelyre az
fn., P810 SOrozat konvergens.

Ennek van olyanN; p ny;1; Na2; Nas; i iqrészsorozata, amelyre aiz,,, ps,qsorozat is konvergens.

Ezt ismeételve kapjuk részsorozatok egy sorozatat; minderre azf,., ps-gsorozat konvergens.

Atlésan kivalasztjuk az ny elemeket.

Ni: (N1 Ni2 N3 Ni:4
No: Ny No:o N3 N4
N3:  nNza N3;2 N33 N34
Ns:  Ngy Ng;2 Ng;3 Na;a

Az my.1;Nyo; Na3;iiq sorozat mindegyik N -nek részsorozata az els® nehany elem kivételével,

ezert barmelyik"-re azf,,, ps-qsorozat konvergens.
Tehat, azf,,  pqsorozat egyenletesen korlatos és & t s;;s;;:::usir{ halmazon pontonként
konvergens, tehat a Lemma miatt a telje® tartomanyon lokalisan egyenletesen konvergens.
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8. Hatvanysorba fejtés

Egyutthatéformula. Hatvanysorba fejtés. Kozépérték-tulajdonsdg. Parseval-formula hatvanysorokra.
logpl zgéspl zdf hatvanysora.

Barmelyk PZ, cPC ésr j 0esetén
17 1 hak o
— dz
Fad TR L BT SNV
17 "1 hak 1
e dz
g 21 |, g rpz o 0 hak 1
. s | dz| dz s i
Bizonyitas. A kett® ugyanaz, mertd argme cq . T . Helyettesités:z ¢ re",
Ooto 2
#
» » »
1 172 rk 72 1 hak O
paq T r|oz cd |dz] F()pe& rdt T rekt dt o hatk O
#
» » »
1 172 : rk 172 . 1 hak 1 0
— dz o iredt —— &% 't
ma 5 |Zc|rpZ°°rZ o, meld e 2 0 hatk 1 0
_ ] o Al 13 dz
Vagy: k 1 esetén van primitiv figgvény, ak—1 Ak 1 esetbenﬁ Py o 1

8.2. Tétel (egyutthatéformula)

Ha a B pc; Rgkorlapon

akkor »
f pvg

1
a — ———— dw mindenk-raés0 r R-re.
2i lw c| r pv Cq< !

Bizonyitas.
,8
an
17 fpvg o 1 o Cddw
21 [w c|rpN Cd(l 21 w ¢l r pv Cq(l
1 » 8 ’8 1 »
>0 anpv o “ ' dw an o0 pv o ¥ tdw
w e r no N no . w ¢l r
B 1 han k 1 1 _
- 0 han k 1 1 B
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8.3. Mese (Osszehasonlitas: egyutthatéformula, Cauchy-formula és Taylor-

egyutthato)

Ha a B pc; Rqkorlapon

0
akkor n
ay f p":!p:q (Taylor-egyitthato)
ay le Y rm“{z(;;l dz (Egyutthatéformula)
f *pog g f pzq

1
— ———dz Cauchy-formula
k! 21 |z ¢ r 02 Cd‘ ! ( 4 )

8.4. Tétel (hatvanysorba fejtés)

Ha f holomorf aBpc; Rgkdrlapon, akkor ezen a kérlapon a figgveny hatvanysorba fejthet®,
58
f rzq ame cd;
n 0
ahol 1 » ¢
pvg A
an = ——— dw barmely0 r R-re.
21 [w ¢ r Voo ! Y
Bizonyitas.
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LegyenzPBmx;Rgd |z ¢ r R, M Ima}x If pvq|
w C r

» »
1 f pvg 1 f pivg
— dw — dw
. 2 w ] r W Z 21 w ¢l rPVCQ Pz g
17 f 1
e bva 7 C dw
2i lw ¢ r W Cq 1
w C
» 8 n
i. f pvg . zZ C dw
21 w ¢l r W Cq n o w C
z cC d
» 8 -1
1 - fpvg g oo weeor
21 w c r no pv qu !
8 »
? i fpvg g of dw ’ max Pva P cd ’ L 8
. 21 W d r plv Cq“l 1 no W pv cq 1 nol r
8 » 8
R 1 f pvg R
> — < dw @ cf an o
n o 21 w ¢ r PN cq * n o

8.5. De nicio
f :D N C "analitikus", haD barmely pontja koriil valamekkora kérben hatvanysorba fejthet®.

8.6. Kovetkezmeény

f :D N C akkor és csak akkor analitikus, ha holomorf.

| r
\

Bizonyitas. A A hatvanysor 6sszegfliiggvénye holomorf.
d Minden holomorf fliggvény barmelyc pont korul hatvanysorba fejthet®, a maximalis kozep

korlapon.

8.7. Tétel (kbzépérték-tulajdonsag)

Ha f pzgholomorf aB pc; Rg zart korlapon (tehat holomorf egy kicsivel nagyobb korben), akkor

»

1
o0 - rprQHZ| f pcg

vagyisf pzg atlaga a kdrvonalon megegyezik a kozéppontban felvett értékkel.

8
Bizonyitds. Legyenf pzqc koriili hatvanysorafmq =~ a.m  cf.

n 0
» » 8
2 ol o S am of |
2r |z cl r 2r |z ¢ r no
8 » 8 " *
s 1 s 1 han O
n o [z ¢ r n o
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8.8. Tétel (Parseval-formula hatvanysorokra)

Ha f pzg holomorf aB p0; rgzart kdrlapon (tehat holomorf egy kicsivel nagyobb korben), és@
kérili hatvanysorafq — ° ,a,z", akkor
»
172 L2 8
- fpetq dt lan|?r?":
2 0 n 0
Azr 1esetben »
1 2 it 2 ’8 2
5 fefa dt |an|*:
0 n o
Bizonyitas.
))2 2 1 ))2 1 ))2 8 8
— fpe'qg dt —  fpe'q fpetqdt — T oappetd anpe gt dt
2 o 2 2 o no m 0
s B 172 - R "1 han m* 2
anmrn m? em mat dt anmrn m 0 han m |an|2r2n:
0
n Om O n Om O n 0

Az egységkdrvonalon »
1
X9y o f gldz|
z| 1
egy skalaris szorzas, erre nézve
tcyocPooooo 1 1 o
11 21 VA ’ "y 721
z'z

ortonormaltak.

.

8.10. Példa

frzq logpl zqholomorf az egységkorberf,0q O,
frogpg P I 'k 1 f*9@0g p 19 *
pL  zg< k! k
a Taylor sor el®allitja a fliggvényt az egységkorben:
8 1
logpl  zq p 1d ya
k 1 k

Legyena PC,

ad z¢ 27 hajz 1
k 0O k

(Azt a hatvanyfuiggvényt vesszik, amelyrd® 1.)
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Bizonyitas. Az fmq pl zd® €99 zd figgvény holomorf az egységkorben,

f*9zq ap 1gipa k lgd zd ¥ a P fOg a
k! k! k ’ k! k '
A 0 koruli hatvanysor .
> a
Loz 2 pEl g

8.12. Példa (IMO Shortlist 2006/A2)

De nidljuk az ag; a;; ap;::: valés szamsorozatot a kdvetkez® rekurzidval:

n

s @n &

ok 1

ag 1; 0O for n¥ 1

Mutassuk meg, hogya, i 0 mindenn ¥ 1-re.

Megoldas komplex fuggvénytani eszkdzokkel:
n n
® an

klkl k 1

Gyors fels® becslésa, |

lan «|; trivi indukcioval |a,| & 2".

8
LegyenGjeq Toanz™; ez|z| %-re biztosan konvergens. A rekurzié azt jelenti, hogy

n o0
8 8 k
, . y4 lognl zq
1 a,2" CGrq ————,
n 0 k 0k 1 z
V4
Grzq logll  zq Gpoq 1

Ennek a figgvénynek a hatvanysora érdekel minket.

Megprébalhatjuk kiszamolni a Taylor-egyutthatdkat... ehhex-szor derivalni kell a0-ban. (Haj-
ra.)

Vagy, irjuk fel inkabb egyutthatoformulat.

» » Kor helyett ezen a "kulcslyukgdrbén” in-

1 Gqu 1 dz tegralunk:
an - dZ ~ T A
21y 12z 1 21y 12" logpl zq
17 d
[ z"logpl zq
i))R d)( i))R dX
21 ¢ X" logx 1g iq 2i ;,.,x" logx 1q 1iq
1 1
Or IogF O R RVI0gR
1 7R 2i  dx 1 1
= . — O r log- O ———
21 ¢ X" logx 1g iqlogx 1g 1iq r R" llogR
))R
5 dx Or Iog} O R L
1 X" log'px 1g 2 r R"logR

a7



Har N 0ésR N 8 : » g i

i 0
L X" 2 log?m 1q
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Q.

A hatvanysorba fejtés kdvetkezmenyei

Gyoktényez®k kiemelése, gyok multiplicitasa. Unicitastétel. Lokalis aszimptotikus viselkedés. Maximum-
elv.

9.1. Tétel (a gyoktényez® kiemelhet®)

Legyenf pzq holomorf ac pontban, ac korili hatvanysoraf g~ age  cd.

Ezek ekvivalensek:

(@) fpeg flog f2pegq ::: P l9xcg O

(b) ag a ::: an 1 O

(c) freg pz cod" gpegegyc-ben holomorfgpeg fliggvénnyel.

Pk
Bizonyitas. paq 6 pbg mert ax fk'mq;
. !
pg6pcgageq  age o ™ fuggvénnyel.

k m

8
Legyenf pzq holomorf ac pontban, ac korili hatvanysoraf g~ age  cd.

k 0
Azt mondjuk, hogy azf egnek ac pont m-szeres gyoke, ha:

(@) fpeg fleg f2peg ::: P l9cg  0ésfP9cq O, avagy
(b)) ag a ::: an 1 O06ésa, 0 avagy
(c) frzg pz cd" gegegyc-ben holomorfgpegfiiggvennyel, égpeg 0.

9.3. Tétel (unicitastétel; [unicitas=egyeértelmység])

LegyenD tartomany, f;g:h : D N C holomorf, z;;z,;::: PD olyan konvergens sorozat, hogy
z, N PD ész,

(@) Hafm,q O mindenn-re, akkorf az egésdD-n konstansO.
(b) Ha gz hpe,qmindenn-re, akkorg h az egésD-n.

Avagy, a fliggvény értékei barmelyik,D belsejében torl6dd sorozat mentén meghatarozzak 3
fuggvényt; barmely értéksorozathoz legfeljebb egy fliggvény létezik.

=

Z;

Bizonyitas. Elég az (a) allitast igazolni, ebb®l a (b) allitaAs ak g h valasztassal kdvetkezik.

LegyenZ t wPD :fpvg Ouazf gyokeinek halmaza;
Z1X D, a gyokokD-beli torlédasi pontjainak halmaza.

A feltétel szerintlim z, PZ,, tehat Z; nemures.

Az f folytonos, ezért a gyokok torlodasi pontjai is gyokok: hav,;ws;::: gyokok ésr!kry wy PD,

akkor

f lim w, JH@pr”q nIerr;O 0:
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EzértZ, € Z.
A Z, halmaz D-ben relativ zart, mert Z* zart (torlédasi pontok torlédasi pontja torlédasi pont).
Meg fogjuk mutatni, hogy Z; nyilt is.
Allitas:  Z, nyilt, vagyis @ PZ, Ir | 0Bpc;rq € Z;.
o Vegylnk egy tetsz®leges P Z; pontot; a c koril a maximalis Bpc; rq korben legyenf pzq
8
n o[ :
Azt akarjuk igazolni, hogyay, a ::: 0; ha ez igaz, akkorBpc;rgbenf konstansO, a
koérben minden pont gyok, és minden pont gyokok torlodasi pontja, és id3ypc;rq € Z;.
Indukcié. Legyena,, az els® olyan egyutthatd, amir® még nem
bizonyitottuk, hogy O, tehatag a; ::: an 1 Omarmegvan,
es vizsgaljukay,-et. (Ham 0, akkor a feltétel Ures.)
Mivel c torlodasi pontja Z-nek, vannak olyanwy;w,;::: P Z pon-
tok, hogyw, césw, N c.

A gprzq ﬁ nam o m freq fuggvény szintén holom-
orf a Bpxc; rg koérben, folytonos c-ben, ésgpwnq _TPaa 0.
v, o

Tehat,
an geq  limogpwveg im0 O

Ezek utan Z, az 6sszefugg® nyilD-nek nemires, egyszerre nyilt és relativ zart része, tehat a
teliesD, de akkorD Z,€ Z € D miatt Z D, vagyisf konstansoO.

9.4. Kovetkezmény (végtelen rendben eltfn® fliggvény)

Legyenf g holomorf aD tartomanyon.
Ha valamely pontbanf pcq flcg f2?peq  ::: 0, akkor f konstansoO.

Bizonyitds. Hafpcg fleq f2?peg @i 0, akkor f ¢ korlli hatvanysora a konstans0; a
konvergenciakdrben, majd a teljes tartomanyon a fliggvény konstafs

9.5. Kovetkezmény

Ha f pzg holomorf, nem konstans aD tartomanyon, akkor az f minden gyokének véges a
multiplicitasa.
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9.6. Kérdés

Legyen az egységkorbeihpzg  sin 1—12

A fuggveény gyokeil ki(k 1,2;::0).

Miért nem mond ez ellent az unicitastételnek?

«

Valasz: Végtelen sok gyok van, de csak a hatarhoz torlédnak.

9.7. Azonossagok, még egyszer

Az unicitastétel segitségével bizonyitas nélkil atvihetjik a valésbol ismert azonossagokat komp-
lexre.

Példaul a valos szamok korébesinpx yq sinxcosy cosx siny; ez automatikusan érvényes
marad a komplex szamok koérében is; az egyetlen apré technikai gond, hogy itt kétvaltozds
komplex fliggvényekr®l van sz6. Ezen ugy segithetlink, hogy két Iépésben, egyesével cseréljik
a valés valtozékat komplexre.

El®szor rogzitsik ax valdos szamot, azy helyére irjuk aw komplex valtozét és tekintsik az

o ? o =
sinpx  wq * sinxcosw  cosx sinw plq

egyenletet. Mindkét oldalon aw valtoz6 egy-egy egészfliggvénye all, éswaaalos értékeire az
egyenlet teljesul. A valdsw értékek persze torlodnak a sik belsejében, tehat az unicitastétel
szerint a két fuggvény ugyanaz; az (1) egyenlet minden komplexre teljesul.
Most pedig régzitsik aw komplex szamot, és cseréljuk ki az eddigi valéset egy z komplex
valtozora:

sinz  wq ? sinzcosw  coszsinw: [2q

Most is a két oldal egy-egy egészfuggvengaek, és lattuk, hogy a két oldal egyenl® abarmely
valos értéke esetén. Az unicitastételt Gjra alkalmazva azt kaptuk, hogy a (2) minden komplex
z-re igaz.

Erdemes elgondolkodni azon, hogy ez a médszer mennyiben hasznalhaté a logaritmus és az
exponencidlis fuggvenyek esetében. A logaritmus esetében maga a fliggvény létezése a gond, a
logewq logz logw egyenletet nem tudjuk elég sok;w péarra értelmezni.
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9.8. Kovetkezmény (lokalis aszimptotikus viselkedés)

Legyenf zgholomorf ac pontban, f jocg  f2pg  ::: ™ 9cg 0 ésf™ g 0.
A hatvanysorba fejtés miatt ac kézelében

freq fpeg

tehat a fuggvény kicsiben kortartd, de nem szogtartd: acsucsu szogekek-val megszorozza.

9.9. Tétel (maximum-elv)

Ha f pzq holomorf, nem konstans & tartomanyon, akkor:
(@ fmq-nek nem létezik lokalis maximuma.
(bl) Haz;;2;:::PD, limz, w, és|f m.q| N sup|f|, akkor w a D hataran van.

(b2) Ha D korlatos, ésf folytonos aD lezartjan, akkor [f | a maximumat csak a hataron veszi
fel.

Bizonyitds. HacPD, ésBpc;rg € D, akkor a kbzépérték-tulajdonsag szerint
»

Frog 2r

f pzq dz|;

|z ¢ r
» »

1
feqdz| = — feq |dzf = max fpeq:
2r |z ¢ r

|z c| r |z c| r

Fpog 2r

Egyenl®ség csak akkor lehetne, liairanya és nagysaga is allando6 lenne a kdrvonalon; de akkor az
unicitastétel miatt f konstans lenne.

Tehat, akarmilyen kicsir-re
fpcg  max fpeq;

|z ¢ r

az |f |-nek nem lehet lokalis maximumac-ben.

Ugyanez Parseval-formulaval:
8

Legyenc koril fpeq  ~ an o

n 0
Mivel f nem konstans, az;; a,;: :: egyutthatdbk nem mind nullak.
58 1 ))2 I 2 2
If peaf | aol® lanr*" o~ fpe reqidte max freq
0 z r

n o |z
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tehat
[fcgl  max fpeq:
|z ¢l r

9.10. Mese (Van-e minimum-elv?)

Hafpcg O, akkor |[f pzglnek ¢ lokélis minimumbhelye.

" Hafpg O, ésc az |f mglnek lokalis minimumhelye, akkorc az |1{f pzqlnek lokalis
maximumhelye, tehatf konstans.

Ha f -nek nincs gyoke, akkor van minimum-elv is.

9.11. Tétel (Schwarz-lemma)

Haf : DN D holomorf ésf poq 0, akkor
(@) If 0q| = L;
(b) z Oesetén|f pq| = |z|;

(c) Ha az fentiekben egyetlen pontban is egyenl®ség van, akkqeq egy 0 koruli forgatas:
fzq czvalamilyen|c| 1-gyel.

Bizonyitas. Az f -nek a0 gyoke, tehatf pgq gmeq z valamilyen holomorfg fliggvénnyel.
A O-banfl0q gmg azt kell igazolni, hogy|g| & 1.

Legyenz;; z;: :: P D olyan pontok, hogy|gm.q| N sup|g|. Ha g nem konstans, akkor a maximum-
elv miatt |z,| N 1. Ha g konstans, akkor mi valasztjuk a pontokat igy.

1¥|fm.ql | gmaqgl ka| N suplgl 1 sup|g|

Tehat az egész korlapong| & 1.

Ha (a)-ban vagy (b)-ben, barmelyik bels® pontban egyenl®ség van, akkor (g 1 Az
maximum-elv szerint ez csak ugy lehet, hg konstans,gmeq c; ez a konstans persze egységnyi,

és akkorf gq cz egy forgatés.
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10. Egészfluggvenyek

Egyutthatobecslés. Liouville-tétel. Nem konstans egészfiiggvény értékkészlete sqrf. Kis Picard-tétel
(csak kimondani). A polinomok jellemzése nagysagrendekkel. Bizonyitas az algebra alaptételére.

10.1. Lemma (egyutthatébecslés)

o

Legyenf zq ﬁ oanz" egeszfiiggveny, és legyen barmely O-ra
Mpq max f eq:
zZ| r
Ekkor barmely n indexre ésr j 0 esetén

Mprq,
rn -’

|an| =

Bizonyitas. Egyutthatéformula, majd trivialis becslés:

»

L fIozqdzamaxi freq

L Mpq or Mpq
20 g 20t Izl v 20 z" 1

rn 1 rn

1
2r o —
|an | res

Vagy, a Parseval-formulabal:
lan[2r2" o " faPr fpe'q®dta Mprd:

Mprq

rn

Tehat |a,| =

10.2. Tetel (Liouville-tétel)

Ha egy egészfliiggvény korlatos, akkor konstans.

o

Bizonyitas. Legyen a0 koérdli hatvanysor f [zq ﬁ oanz", a korlat |f zq| @ M. Az egyuttha-
tobecslés szerint | O-ra ésn ¥ 1-re

Az r N 8 hataratmenetb®I azt kapjuk, hogy barmelyn ¥ 1-re |a,| O, tehat f konstans.

10.3. Kdvetkezmény

Ha egy egészfiiggvény nem konstans, akkor az értékkészlete s¥ii§en.

Bizonyitas. Indirekt. Tegyuk fel, hogy az értékkészlet nem sy, vagyis van edypc; rq kor,
amelyben a figgvény nem vesz fel ertékef.pzg ¢ ¥ r minden z-re.
1

Legyengmzq

feq C; ez egy egeszfluggvény es

Lt
arzq fzq ¢t
A Liouville-tétel miatt gpzg konstans, de akkor

f g 1 c is konstans
greq '
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10.4. Tétel (kis Picard-tétel)

Ha egy egészfiiggvény nem konstans, akkor legfeljebb egy kivétellel minden komplex értéket
felvesz.

A tételt kés®bb bizonyitjuk.

10.5. Példa

Az lehetséges, hogy egy egészfuggvény nem vesz fel minden komplex szamot; példéefl ay
ertékkészleteCztOu.

A Liouville-tétel tovabb er®sithet®:

10.6. Tétel

Ha f zq egészfliggvény ézﬁdy H:zq 0, akkor f pzg konstans.

8
Bizonyitas. Legyen a0 kordli hatvanysor f pzq azk. n¥ 1ésrj 1esetén
k 0O

Mrrnrqn Mrrrq;N 0 harN8 :

la,| @

10.7. Tétel (a polinomok jellemzése a nagysagrendjiikkel)

f g

Ha f zq egészfliggvény, éim,gs P 0, akkor f pzg egy legfeljebbn-edfokd polinom.

8
Bizonyitas. Legyen a0 koruli hatvanysor f zq a,zk. Az egyitthatobecslés szerint | 1-ra
k 0O
éesk¥ n 1-re
Mpq o Mpq

lay| @ X rn1N0 har N8 :

Tehdt, |ax] Omindenk n 1,n 2;:::-re, vagyisf jzqlegfeljebbn-edfokd polinom.

10.8. Tétel (az algebra alaptétele)

Minden nem konstans komplex polinomnak van komplex gyoke.

Bizonyitas. Atfogalmazva: Ha egy polinomnak nincs gyoke, akkor konstans.
Tegyuk fel, hogypeq a,z" ::: ag polinom,a, 0 és nincs gyoke.

1
Vizsgaljuk azf —— egészfluggvényt.
gal) (0°4¢] g g ggveny

Az f folytonos, és véges hatarértéke va -ben:

#
im £ i 1 i 1 + han 0

z PP Zn

ezértf korlatos. A Liouville-tétel miatt f konstans, tehatp is konstans, kész.
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Ugyanez a bizonyitas, Liouville-tétel helyett maximum-elvvel:
Ha ppzqnem konstans, vagyis j 0, akkor Zlhry pq 8 . A |ppzglnek van abszolut minimuma.

Ez egyben lokalis minimum is, vagyis ott a figgvéenyértéa.

Rioi élmény: Konstans Benzsi Intézet

(Bentlakasos iskola latassérilteknek)
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11. Laurent-sorok

Laurent-sorok konvergenciaja. Kapcsolat a Fourier-sorokkal. Egyutthatéformula. Egyértelmfiség. Laurent-
sorba fejtés. Rac.tort fliggvények Laurent-sorba fejtése. Actgz fliggvény 0 korili Laurent-soranak els®
harom tagja. Parseval-formula.

11.1. De nicié (Laurent-sor)

c koruli Laurent-polinom:

N

ang o awm " ay e "t o oaym o

n M

¢ koruli Laurent-sor:

8

B a ai
anz o i a af® cq am cf
N8 e cf z C
8 8
5 5 a n
ane o
n 0 n 1pZ Cq]
. - %
A Laurent-sor konvergens, ha mindkét iranyban konvergens: ame cq és
n 0
3 n 3
a q Z—lc is konvergens (hasonl6an azf3 alaku improprius integralokhoz).
n 1
Haa ; a, ::: 0, akkor a sort hatvanysornak tekintjik; ac-beli érték azay.

11.2. Mese (Fourier-sor)

8 8 8
fprg = ae@' & %cosmtq ’ %sinmtq

n 8 n 1 n 1
A Fourier-sor olyan Laurent-sor, amit csak az egységkdrvonalon vizsgalunk.
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11.3. A Laurent-sor konvergenciatartomanya

8 8

anz o
n 0 nlpch‘

8
A sor "pozitiv" fele, a,m cd' egy hatvanysor, ez vala-

n o0
milyen, ¢ kdzéppontu,0 @ R; @ 8 sugartkor belsejében
lokalisan egyenletesen abszollt konvergens, a kor kilsejében
divergens. (A hatarral most sem foglalkozunk.)

a n

R o
n

t helyettesitettiink; ez meg valamilyen,c kézéppontu, 0 ©

R, @ 8 sugarukor kilsejében lokdlisan egyenletesen ab-

szolut konvergens, belll divergens.

B
A sor "negativ" fele,

egy hatvanysor, amelybezic-

LehetségeR, i R;is; a szamunkra érdekes eset, Iy  Ry;
ilyenkor a konvergenciahalmaz egy "korgy{r{".

Ha a bels® sugab, akkor csak ac pont hianyzik.

Ha a kils® sugaB , akkor nincs is kuls® kor.

Az egyenletes konvergencia miatt a sor mindkét fele egy-egy
holomorf fliggvényhez konvergal, avagy, az els® fele egy hat-
vanysor, a masik fele pedig egy hatvanysor és g%—c fugg-
vény kompozicidja, tehat a masodik fele is holomorf. Tehat,
a Laurent-sor 0sszege holomorf.

11.4. Példa

Laurent-sor konvergenciatartomany
8 _n 8 n
2 7 s Z
aont
8 8
5 1 5 1
pzsn : > 1 2 1z 13
n n 1 FZ CP
. R
e 1d H 2]z 1 1q
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11.5. Tétel (egyutthatéformula)

Tegyuk fel, hogy azR, | z ¢ R; korgyfrfin

8

freg  am of:

n 8

Ekkor barmely R, r R; ésk PZ esetén

»

1 f q
& ——— dz:
21 |z c|rpZ Cq(l

11.6. Kdvetkezmény

A Laurent-sor egyértelm.

Bizonyitas.
>8
» » ampv - cd
i M dW i ns dW
2i lw ¢ r pv Cd< ! 2i lw cf r py Cd( !
1 » 8 8 »
>0 anpw o “ ' dw an o0 pv o © tdw
b w e r ns ., n 8 I owodr
A 1 han k 1 1 _
L 0 han k 1 1 &

11.7. Tétel (Laurent-sorba fejtés)

Ha f holomorf aR, |z (¢ R1 korgyfrfin, akkor a c korll a fliggvény Laurent-sorba
fejthet® ezen a halmazon:

freg  ~ a of; haR, |z d Ry,

€s az egylutthatok:
»
1 f pvg .
an, — ————— dw barmely R r Rj-re.
2i lw c| r pN qu 1 b !
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Bizonyitas. Vegylnk egy tetsz®legespontot a gyfrb®I. Az koril egy kicsi j 0sugara kéron
irjuk fel a Cauchy-formulat. Legyenr; ésr, két sugar,R, r, | z ¢ és|z ¢ ri R
A kis kort atnyomorgatjuk az r, sugard, pozitiv iranyitasu ; kor és azr, sugard, negativ iranyitasu

“ sz

1» f g 1» f g »
freg 20 W de 2i  w z

lw ¢ 1

f pwg
Z

dw:

1
dw —
W2|2

Masképpen: Felirjuk az altalanos Cauchy-formulat a két 0j korb®I allé rendszerre: Barmilyen, a

korgyqri kulsejében felv® pontra, a két kor indexének 0sszeyaehéat
» »
1 f pivg 1 f pvg : :
27 W ZdW o0 W ZdW nE; 19 np; .q frq 1 freg

A nagyobbik koron Z-¢ 29 1 Az els® vonalintegral:

»
1 fpwg dw i fpwg dw
21 W Z 21 [w ] rn PV CQ pz Cq
1”7 f pvg 1 1”7 f pvg 2oz c"
— o dw dw
21 [w ] rp PV Cq 1 21 w rn PV CQ n o w C
Cc
8 » 8
, 1 f pvg .
— dw an
21 lw ¢ rle CCP 1 ¥ qu n o . Cd]

Ez lesz a Laurent-sor "pozitiv" fele.
A kisebbik koron 7= |Z'2C| 1. A masodik vonalintegral:

»

» »
Lo fway, L e gy L ' gy
21 ,w zZ 21 g rW Z 21 W rnZ W
» »
L tovd g, L fova L dw
21 w o rp,  CQ pW Cq 21 w ¢ r, & CQ 1
z ¢
» »
1 fong 2 w ¢ X & 1 1
— — dw — fpvgw o dw @ g
21 w ¢ r, €4 ko £ C kK 0 21 w ¢l r2
1 1)) prq 1
T —————dw @ o = a m o
n 8 I wog Voot N8

Ez pedig a Laurent-sor "negativ" fele, kész.
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11.8. Megjegyzés

Azonos kdzéppontu, de kilonbdz® korgy rkon lehet kilonbdz® a Laurent-sor.
Ha|z| 1, akkor
1
—— 1 z z# 7 :
1 z
Ha viszont|z| j 1, akkor
1 1 1 1
1z z 1 1% z z2 73
Az f 1 1 flggvény Laurent-sorai
zq 1 7 2 % ggveny
lz| 1 1|z 2 2 |z
2 1o L oz S 1], 1 oml
n 0 20t nO2nl m1Zm m 1 zn

| f ¢z 1 kil 2
Pl. f pzq Wazl orul,azl | z 1 gyfiriin
. v . 1 1
1. maradékosan osztunk, parcialis tortekre bontjukf gqg z 1 2 7 1
o - 1 1!
2. a magasabb foku tortek derivaltak, pl.— —
z
3. atirjuk lagyel: f z 1 L 1 1
1 '
4. minden nevez®b®I kiemeljik a nagyobb tagdteqg pz 19 T =
) z 11 .~ 2
1 z.1
2
_ _ 3 k 1 3 k
5. atirjuk mértani sor 6sszegévéi eq pz 19 5 L z 2t
k O k O
6. rendezzik, csoportositjuk.
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11.10. Példa

A O korul, a0 | z] korben, irjuk fel ctgz Laurent-soranak els® néhany tagjat.
Ha |z| kicsi, akkor
1 22 z4 @) 6
ctgz cosz L PEI"q
z2 7t 1
> 1 5 33 Opkld ra— -
ZolE s & 2 A7 6
1 — O
z 7 24 OPFM§ 1pp OPH
1 i 5 2 z* 72 2
= 1 = 2= = Opgf
; 1 7 g4 Opbla 6 120 6 PEIg
2 7 zz2 77
1 6 1 — 6
1 z 2z 5
; 3 a5 OPHlG

11.11. Tétel (Parseval-formula Laurent-sorokra)

Haf holomorf alz| r kérvonalon (tehat holomorf egy kicsivel nagyobb kérgyfiriin), és itt
rzq :
a 0 koruli Laurent-sora f pzq a,z", akkor
n 8
»
1 2 2 58
=t fpetq dt lan|?r2":
2 0 n 8
Azr 1 esetbhen »
1 2 2 ’8
> fre‘q dt |an |*:
0 n 8
Bizonyités.
1 ))2 - 9 1 ))2 - - 1 ))2 ,8 - ’8 -
> fe'q dt > fe'q fpetqdt > aypred anpe "d" o dt
0 0 0 ns8 m 8
8 8 ) 8 8 i * 8
5 5 l - 5 5 5
anﬁrn m27 em mat dt anmrn m é 222 m |an|2r2n:
ng ms 0 ng ms8
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12. lIzolalt szingularitasok

Izolalt szingularitasok osztalyozasa. A megsziintethet® szinularitasok, pélusok és Iényeges szingularitasok
jellemzése. Azel? viselkedése a0 kozelében. Casorati-Weierstrass tétel. Nagy Picard tétel (csak
kimondani). Viselkedés a8 -ben.

12.1. De nici6

Az f manek ac pontban "izolalt szingularitasa” van, haf holomorf ac egy BJc; rq pontozott
kornyezetében, de nem értelmasben. Ezen beliil:

Az f ragnek ac pontban "megsziintethet® szingularitdsa" van, ha van olyao;ben ho-
lomorf gpeq fliggvény, amelyre € kivételével) f zq gmeq

Ha f manek megszintethet® szingularitasa van, akkor azt is szokads mondani, hoggq
"holomorf" c-ben.

orzq
cqn

A

Az f zgnek ac pontban "m-edrendq polusa” van, hd pzq , ahol m pozitiv

egészgpezq holomorf c-ben ésgpeq 0.

N

Az f rgnek ac pontban "lényeges szingularitdsa” van, hanem megszintethet® szingu-
laritas, és nem is polus.

12.2. Pelda

A

sinz . , : s
A — fuggvénynek megszintethet® szingularitasa vanOeban.

A ctg z figgvénynek els®rendq pdlusa van atébbszoroseiben.

A

Az ei# fiiggvénynek Iényeges szingularitisa vanCaban.

Megszuntethet® szingularitasok

12.3. Tétel (megsziintethet® szingularitasok jellemzése)

Tegyuk fel, hogyf manek izolalt szingularitdsa van ac pontban, és ac egy pontozott kérnye-
zetében a Laurent-sorba fejtése

Ezek az allitasok ekvivalensek:
(a) Az f anek ac pontban megszintethet® szingularitasa van.
(b)a; a, ::: O
(c) lim,g . f pzglétezik és véges.
(d) A cegy pontozott kbrnyezetéber pzq korlatos.
@l e «feg O
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Bizonyitas. (a)6 (b), mert a hatvanysor lesz a Laurent-sor és forditva.

(@)f (c)h (d)A (e) trividlis.

(e)fi (b): Legyenk tetsz®leges pozitiv egész; megmutatjuk, hogy, 0.

Veszink egy elég kicsi sugarat, felirjuk az egyuthatoformulat, majd trivialis becslés:

»

la k] i freq @ cof 'dz @} max |fpeqg| rft 2r
21 |z ¢ r

|z | r

max [z cq fregl <%

|z | r

Most r N 0. A feltétel szerint lim,go max, o (@ cq fgl O. A masodik tényez®r* !
konstans, hak 1, és0-hoz tart, ha k ¥ 2.
A hatarérték mindenképpenO, tehata O.

Poélusok

12.4. Tétel (pOlusok jellemzése)

Tegytk fel, hogyf manek izolalt szingularitdsa van ac pontban, a c egy pontozott kbrnyeze-
8

tében a Laurent-sorba fejtésé pq = anpz  cd', ésm pozitiv egész.
Ezek ekvivalensek: "e

(a) Az f anek ac pontban m-edrend polusa van.

b)a, O0ésan,mi1 amo amsz ::: O

(c) Az 1{f mzqfliggvénynek ac pontban m-szeres gyodke van.

(d) Izi§nC rz cg"f pzq létezik, véges és nerf.

12.5. Kdvetkezmény

f peanek akkor és csak akkor van péluseben, halzilgncf eq 8 .

greq

Bizonyitas. (a)ii (b): Egy c-ben holomorf, nemnullageqfiggvénnyelf pzq 7@ Vegyuk

grzg hatvanysorat ¢ korul, és osszuk efz  cd"-mel, megkapjukf zq Laurent-sorat. Trivi, hogy
Qmi1 8am2 .. 0ésa, gmxq O

(b)fi (a): legyengreq  ° ,a, mE cd', akkor f zq ﬁqﬂ ésgeg a . O

oxq ., 1 1 ,
—= — _és 0, akkor —— z — és forditva.
arcq iz p og" 9z

(@) (c): Haf g

X . grezq
(@n (d): fq o

(d)f (@): A gmq pz cg'f pqfiggvénynek véges, nemnulla hatarértéke van, tehgmeagnek
megszintethet® szingularitasa vaa-ben, gpeg értéke nemO.

ésgpeq 0, tehétlzilglnc ez cg'f pzq Izi{lncgpzq geq O
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Lényeges szingularitasok

12.6. Tétel (Iényeges szingularitasok jellemzése)

Tegytk fel, hogyf manek izolalt szingularitdsa van ac pontban, a c egy pontozott kbrnyeze-
tében a Laurent-sorba fejtésé pzq 3 ae .
Ezek ekvivalensek: "e

(@) Az f anek ac pontban Iényeges szingularitdsa van.

(b) Az a 1;a ,;::: egyutthatdék kdzott végtelen sok nemnulla van.

(c) A Izilglncf zq hatarérték nem létezik (véges és végtelen sem).

12.7. Példa (az ef? szingularitisa a 0-ban)

Mindegyik holdacska képe a teljes komplex sik, kivéveQapontot.
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12.8. Példa (az exppl{iz i {3qhatasa a 0 kozelében)

12.9. Tétel (Casorati Weierstrass tétel)

Ha f zanek lIényeges szingularitdsa van @apontban, akkor

barmely P C Y t8u -hez van olyanpz;; z5;:::q sorozat, amelyrez, ¢,z N cés
f.q N

Barmelyr j O-ra, a Bpc; rqpontozott kdrnyezett f szerinti képe,f pBc;rq sTrf C-ben.

Bizonyitas. A két allitAs ekvivalens; a masodikat bizo-
nyitjuk.

Indirekt. Tegyuk fel, hogy f pBpc;rq nem sqry: vala-
milyen B pd; % kdrben nincs pontja.

ot ezzelg pBrc;rq € BO; 20

Legyengmzq frzq

A Bc; rq pontozott kdrnyezetbengpeq korlatos, tehat c-ben megsziintethet® szingularitasa van.

Ha gpeq O, akkor f peq 1 d holomorf c-ben, de ez ellemtmodas, mert feltettik, hogy
Iényeges szingularitasa van. o

Ha gpeg 0, akkor IZi,glan pcg Izilglnc —— d 8 ,tehat f -nek polusa vanc-ben; ez is ellent-

] grzq
mondas.
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