
3. Komplex függvénytan gyakorlat, 2020. október 02.

3.1. Adjuk meg az összes lehetséges értékeit a következő kifejezéseknek: log(3 +
√
3i); ii.

3.2. 1

2πi

∫
|z|=3

cos z dz =?
1

2πi

∫
|z|=3

cos z

z − π
4

dz =?

∫
|z|=3

ez

(z − 2)3
dz =?

3.3. Legyen a komplex szám. Alakítsuk át egy holomorf függvény komplex vonalintegráljává az
1

2π

∫
|z|=1

∣∣z − a∣∣2 |dz| integrált, majd számítsuk ki.

3.4. Ha f(z) holomorf az egységkör belsejében, és |f | < 1, legfeljebb mekkora lehet |f ′′′(0)|?
Oldjuk meg Cauchy/együtthatóformulával és Parseval-formulával is.

3.5. A p(z) legalább másodfokú polinom gyökei az |z| < % kör belsejébe esnek. Legyen tetszőleges
R > |%| esetén

I(R) =

∫
|z|=R

dz

p(z)
.

Igazoljuk, hogy R→∞ esetén (a) I(R)→ 0; (b) I(R) értéke állandó; (c) I(R) = 0.

3.6. Alkalmazhatjuk-e a Vitali-Montel tételt az fn(z) = sin(nz) függvénysorozatra az egységkörben?

Házi feladatok

3.7. Legyen a és r is pozitív valós szám.∫
|z|=r

az dz =?

∫
|z|=r

az

z + 1
dz =?

∫
|z|=r

az

(z + 2)2
dz =?

3.8. Alakítsuk egy holomorf függvény vonalintegráljává és számítsuk ki az

1

2π

∫
|z|=1

| dz|
|z − 1

2
|2

integrált.

3.9. Igazoljuk, hogy tetszőleges a valós számra∫ ∞
−∞

e−x
2/2 · eiax dx =

√
2π · e−a2/2,

avagy haranggörbe Fourier-transzformáltja is haranggörbe. (Alakítsuk a kitevőt teljes négyzetté, és
integráljunk egy téglalap kerületén.)

Írásban beadandó (a Teams-ben feltöltendő) feladatok, határidő: okt. 7.

BE3.1. ∫
|z|=2

(
z − 1

z + 1

)n
dz =? (n ∈ Z, negatív is lehet!)

BE3.2. Az f(z) függvény holomorf a 0 < |z| < 1 halmazon, és |f(z)| < 1√
|z|

. Mutassuk meg, hogy

(a) f -nek minden 0 körüli körön 0 a vonalintegrálja;
(b) f -nek van primitív függvénye.

Szorgalmi (Pedál Medál Pirospontra beváltható) feladat, felölthető okt. 16-ig

PM3.1. Legyen p(z) = zn + an−1z
n−1 + . . .+ a1z + a0, ahol n ≥ 1 és a0, . . . , an−1 komplex számok.

Integráljuk a
zn−1

p(z)
függvényt egy nagy körön, és bizonyítsuk be, hogy p(z)-nek van komplex gyöke.


