4. Komplex fiiggvénytan gyakorlat, 2020. oktéber 09.

4.1. Van-e olyan f : D — C holomorf fiiggvény, melyre elég nagy n € N esetén
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4.2. Igazoljuk, hogy ha az f egészfiiggvény a valos és a képzetes tengelyen is csak valos értékeket
vesz fel, akkor paros fiiggvény. (Alkalmazzuk az unicitastételt az f(z), f(Z) és f(—2) fiiggvényekre.)

4.3. Vezesiik le a maximum-elvet a lokalis aszimptotikus viselkedésbél. (Geometria)

4.4. A maximum-elv felhasznélaséval bizonyitsuk be, hogy ha egy fliggvény holomorf és nem konstans
egy nyilt halmazon, akkor a valds és a képzetes részének nincs lokalis szélsGértéke.

4.5. Legyen f(z) olyan egészfiiggvény, amire |f(2)| < el?l, és legyen 3 a,2" a fiiggvény 0 koriili hat-

n=0
e n
vanysora. Az egyiitthatobecslés segitségével igazoljuk, hogy |a,| < (—) . (Mekkora korre érdemes
n
felirni az egytitthatobecslést?)

4.6. A Liouville-tétel segitségével igazoljuk, hogy ha f kétszeresen periodikus egész fiiggvény (vagyis
f(z+a) = f(z), f(z4+b) = f(2), és az a, b periodusok nem egy kozos ¢ periodus tobbszorosei), akkor
f konstans.

Hazi feladatok

4.7. Az f(2) egészfiiggvényre |f(1/n)| = 1/n? han =1,2,..., és |f(i)| = 2. Mekkora lehet | f(—1)|?

(Hasznaljuk a g(z) = f(z) - f(Z) fiiggvényt.)
4.8. Az f(2) fiiggvény holomorf az |z| < 1 + ¢ korlemezen. Legyen A = max |f(e")| és B =

0<t<m

max |f(e")|. Bizonyitsuk be, hogy |f(0)| < VAB. (Maximum-elv egy alkalmas fiiggvényre.)

T<t<2m

4.9. Bizonyitsuk be, hogy ha f(z) 1 szerint periodikus egészfiiggvény, amire |f(2)| < €%, akkor f
konstans. (Vizsgaljuk a g(z) = f(.....) fiiggvényt.)

Irasban beadandé (a Teams-ben feltéltends) feladatok, hatarids: okt. 14.

BE4.1. Az f fiiggvény holomorf az 1 < |z| < 2 tartomanyon, és az [1,2] szakaszon csak valos
értékeket vesz fel. Mutassuk meg, hogy a [—2, —1] szakaszon is csak valos értékei vannak.
Miért nem miikddik a megoldas az 1 < |2| <2, —§ + ¢ <argz < 37” — ¢ tartomannyal?

BE4.2. Legyen f egészfiiggvény. Igazoljuk, hogy amennyiben f sehol sem tiinik el, és arg f(z) nem
vesz fel minden értéket, akkor f konstans.

Szorgalmi (Pedal Medal Pirospontra bevalthatd) feladat, fel6lthet6 okt. 23-ig

PMA4.1. Bizonyitsd be, hogy ha egy egészfiiggvény nem konstans, akkor minden egyenes szakaszon
van értéke.

PM4.2. Az f egészfiiggvényt érdekesnek nevezziik, ha a Re 2 = (Im 2)? parabola pontjaiban Re f = 0.
(a) Bizonyitsd be, hogy minden f érdekes fiiggvényre teljesiil, hogy f'(—3/4) = 0.
(b) Mutass példat nemkonstans érdekes fiiggvényre.
(CIIM 2014, Costa Rica)



