
5. Komplex függvénytan gyakorlat, 2020. október 16.

5.1. Fejtsük Laurent-sorba az

f(z) =
z3

z2 + 4z + 3

függvényt az 1 körül, az 2 < |z − 1| < 4 halmazon.

5.2. Tegyük fel, hogy f -nek m-edrendű pólusa van a-ban, és p egy n-edfokú polinom. Mutassuk meg,
hogy a p (f(z)) függvénynek mn-edrendű pólusa van a-ban.

5.3. Igazoljuk, hogy ha f -nek a-ban izolált szingularitása van, és vannak olyan zn → a és wn → a
sorozatok, hogy f(zn)→ 1 és f(wn)→ 2, akkor van olyan sn → a sorozat is, hogy f(sn)→ 3.

5.4. Az f(z) függvény holomorf az |z| > R tartományon, a Laurent-sora
∑
anz

n. Mit mondhatunk
az együtthatókról, ha

(a) f holomorf ∞-ben?
(b) f -nek k-szoros gyöke van ∞-ben?
(c) f -nek m-edrendű pólusa van ∞-ben?
(d) f -nek lényeges szingularitása van ∞-ben?

5.5. Egy függvényt meromorf nak nevezünk, ha csak izolált szingularitásai vannak, és mindegyik
szingularitás pólus. Tegyük fel, hogy f(z) az egész C∪{∞} Riemann-gömbön meromorf. Bizonyítsuk
be, hogy f(z) racionális törtfüggvény, a következő lépésekkel.

1. Igazoljuk, hogy f -nek csak véges sok pólusa lehet.
2. Mutassuk meg, hogy van olyan g(z) racionális tört, amelyre f(z)− g(z) egészfüggvény.
3. Bizonyítsuk be, hogy f(z)− g(z) polinom.

Házi feladatok

5.6. Legyen D1 = {z : r < |z| < R} és D2 = {z : |z| < R}, ahol 0 < r < R valós számok.
Bizonyítsuk be, hogy tetszőleges f : D1 → C holomorf függvényre a következő állítások ekviva-

lensek:
(1) f analitikusan (holomorfan) folytatható D2-re;
(2) f -nek létezik akárhányszoros primitív függvénye;
(3) Bármely g : D2 → C holomorf függvényre az fg függvénynek létezik primitív függvénye D1-en.

5.7. Az f függvény holomorf a C \ {0} halmazon, és lim
z→0

(
z f(z)

)
= lim

z→∞

f(z)

z
= 0. Bizonyítsuk be,

hogy f konstans.

5.8. Lehet-e az f függvény izolált szingularitása ef -nek pólusa?

Írásban beadandó (a Teams-ben feltöltendő) feladatok, határidő: nov. 4.

BE5.1. Fejtsd Laurent-sorba a
z3 + 2

z(z + 1)
függvényt az 1 körül, az 1 < |z − 1| < 2 halmazon.

BE5.2. Legyen

C(z) =
1

z
+

∞∑
k=1

(
1

z − kπ
+

1

z + kπ

)
.

Igazold, hogy (a) C(s) meromorf az egész síkon; (b) ctg z − C(z) egészfüggvény; (c) ctg z = C(z).

Szorgalmi (Pedál Medál Pirospontra beváltható) feladat, felölthető nov. 6-ig

PM5.1. Igazold (komplex függvénytani eszközökkel), hogy sin z = z

∞∏
k=1

(
1− z2

k2π2

)
.


