5. Komplex fiiggvénytan gyakorlat, 2020. oktéber 16.

5.1. Fejtsiik Laurent-sorba az
3

J(2) = 224+4z+3
figgvényt az 1 koril, az 2 < |z — 1| < 4 halmazon.

5.2. Tegytik fel, hogy f-nek m-edrendi pélusa van a-ban, és p egy n-edfokti polinom. Mutassuk meg,
hogy a p (f(z)) fliggvénynek mn-edrendi polusa van a-ban.

5.3. Igazoljuk, hogy ha f-nek a-ban izolalt szingularitasa van, és vannak olyan z, — a és w, — a
sorozatok, hogy f(z,) — 1 és f(w,) — 2, akkor van olyan s,, — a sorozat is, hogy f(s,) — 3.

5.4. Az f(z) fiiggvény holomorf az |z| > R tartomanyon, a Laurent-sora Y a,2". Mit mondhatunk
az egyiitthatokrol, ha

(a) f holomorf co-ben?

(b) f-nek k-szoros gyoke van co-ben?

(¢) f-nek m-edrendd polusa van oco-ben?

(d) f-nek lényeges szingularitédsa van oo-ben?

5.5. Egy fliggvényt meromorfnak neveziink, ha csak izolalt szingularitdsai vannak, és mindegyik
szingularitas polus. Tegyiik fel, hogy f(2) az egész CU{oco} Riemann-gémbon meromorf. Bizonyitsuk
be, hogy f(z) racionalis tortfiiggvény, a kovetkezd lépésekkel.

1. Igazoljuk, hogy f-nek csak véges sok polusa lehet.

2. Mutassuk meg, hogy van olyan g(z) raciondlis tort, amelyre f(z) — g(z) egészfiiggvény.

3. Bizonyitsuk be, hogy f(z) — g(z) polinom.

Hazi feladatok

5.6. Legyen Dy ={z: r < |z| < R} és Dy = {z: |z] < R}, ahol 0 < r < R valds szamok.
Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges f : D; — C holomorf fiiggvényre a kovetkezd allitasok ekviva-
lensek:
(1) f analitikusan (holomorfan) folytathat6 Do-re;
(2) f-nek létezik akarhanyszoros primitiv fiiggvénye;
(3) Barmely g : Dy — C holomorf fiiggvényre az fg fliggvénynek létezik primitiv fiiggvénye Dj-en.

5.7. Az f fiiggvény holomorf a C\ {0} halmazon, és hII(l) (z f(z)) = lim M
2

z—00 2

= 0. Bizonyitsuk be,
hogy f konstans.

5.8. Lehet-e az f fiiggvény izolalt szingularitisa e/-nek polusa?

Irasban beadandé (a Teams-ben feltsltends) feladatok, hatarids: nov. 4.

342
BE5.1. Fejtsd Laurent-sorba a % fiiggvényt az 1 koriil, az 1 < |z — 1| < 2 halmazon.
2(z
BE5.2. Legyen
R 1 1
C(z)=- .
(2) z+; (z—kw+z+k7r)

Igazold, hogy (a) C'(s) meromorf az egész sikon; (b) ctg z — C(z) egészfiggvény; (c) ctgz = C(2).

Szorgalmi (Pedal Medal Pirospontra bevalthatd) feladat, fel6lthets nov. 6-ig
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PMS5.1. Igazold (komplex fiiggvénytani eszkozokkel), hogy sin z = z H (1 _Z )
k=1



