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1. Ird fel az Gsszes olyan u : R? — R fiiggvényt, amire az

f( +yi) = u(z,y) + (2%y — zy’)i
fiiggvény holomorf.

Megoldas: 1. megoldas: Legyen v(z,y) = 3y — xy®. Hasznalva Cauchy-Riemann egyenleteket,
Uy = vy = 2* = 3xy?, u, = —v, = =32y +y>. Ekkor u(z,y) = u(0,0)+ [ u.(§,0)dE+ [ uy(2,n)dny
lehet egyediil megfelels u. [ u,(€,0)dE = [ €3 dE = x4 ,illetve [ u(x,n)dn = [ (=32*n+n?)dn =
Sx2y? + %. Tehat u(x,y) = u(0,0) + tz* — 33:23;2 + 1y* lehet csak. Am ez megfelel, mivel az
f(z) = % + (0, 0) holomorf fliggvény, aminek valos része éppen u, még képzetes része éppen v.
2. megoldas: Ha f és g is jo fliggvény, akkor kiilonbségiik tisztan valos. Az elsé elGadason szerepelt,
hogy ha Im f konstans, akkor f konstans. Tehat az Osszes megoldas egymas valos eltoltjai. Vegyiik
észre, hogy z3y — xy? éppen 1 Im(x + 4y)?, amirsl tudjuk, hogy holomorf. Tehét konstans erejéig

u(z,y) =1 1 Re(z+1y)* = 1 xt— a: y?+ 4y4 Azaz u(z,y) = 1:104 3x2y2—|— 1y* + ¢ valamely ¢ € R-re.

2. Fejtsd Laurent-sorba a f(z) = fiiggvényt az 1 < |z — 1] < 2 tartoményon.
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Az els6 szumma akkor konvergens, ha | ‘ < 1, azaz |z — 1] < 2. A masodik szumma akkor
konvergens, ha | 1 ’ <1, azaz |z — 1| > 1. A Laurent-sor tehat az 1 < |z — 1| < 2 gytirtn éallitja els
a fiiggvényt.
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Megoldas: (a) A nevezs 22 +3z —4 = (2 — 1)(z +4), a gyokei a 1 és a —4. A két gyok koziil a
( fliggvényre:

1 a koron beliil, a —4 kiviil van. Cauchy-formula az f(z) = I
z

/I e—zdz:/| /(z) dz:27rz'-f(1):2m'-§:?.

o3 22+ 32— 4 o3 2 — 1
(b) Ugyanaz, de most a derivaltra vonatkozo Cauchy-formulat irjuk fel a g(z) = ( j4)2 fligg-
z
2 z
vénnyel. A ¢ derivaltja ¢'(z) = %.

e* g(z) o, . 3e  bmel
— —dz = dz =2mi-¢ (1) =271 - — = ——.
/|Z:3 (2132492 /|Z:3 1z I (1) =2mi- o5 = 755

4. Mutass példat (képletet is irj!)  konform megfeleltetésre a Dy ={z: [Imz| <1} ¢és a
Dy={z: |z| >1, Rez > 0¢és Imz > 0} tartomanyok kozott.

Megoldas: A reciprok elviszi Do-t a {2z : |2] < 1, Rez > 0, Im z < 0}. Ezt a négyzetre emelés az
also félkorbe viszi. Ehhez 1-et hozzéadva, majd megint reciprokot véve a {z: Imz < 0, Rez > %}

negyedsikot kapjuk. Azaz %ﬂ — % Do-t a 4. stknegyedbe viszi. Di-et pedig 7-vel valo szorzas, majd
2

eltolas —Fi-vel kapjuk az {Zz :Imz € (=F,0)} sdv, amit az exponencialis fiiggvény a 4. félsikra képez
konform moédon. Innen adédik a képlet. Do-bél Dy-be a fiiggvény
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ahol a 'log’ a logaritmus f6értéke. Minden mtvelet konform volt, azaz visszafele elmondva megkapjuk
Dy — Dy leképezést:
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ahol a gyokvonas az a gyokvonés, ami az also félkorbél a jobb alsé negyedkort adja.

5. Az f(z) egészfiiggvényre arg f(1/n) = % (mod 27), han =1,2,.... Mi lehet arg f(—1)?

Megoldas: Legyen

9(z) = f(z) e s h(z) = g(2) — 9(2);
ezek szintén egészfiiggvények. A valos tengelyem h(z) = 2Im g(z).

A feltétel szerint ¢g(1/n) minden n pozitiv egészre pozitiv valos, ezért h(1/n) = 0. Az 1/n sorozat
torlodik a 0-ban, tehat az unicitastétel miatt h(z) a konstans 0 fiiggvény; specialisan h(—1) = 0.
Ebb6l 0 = h(—1) =2Img(—1) =2Im (f(-1) - e™) = 2Im ( — f(—1)), vagyis a f(—1) érték valos.

Ezek utan harom eset is elképzelhets: lehet, hogy f(—1) > 0, vagyis arg f(—1) = 0; lehet, hogy
f(=1) <0, vagyis arg f(—1) = m; de az is lehet, hogy f(—1) = 0, vagyis arg f(—1) nem létezik.

Mutatunk egy-egy példat arra, hogy mindharom eset lehetséges:

2 2

filz) = €™z folz) = €™ fa2) = €™ (2 4+ 1),



6. Az f(z) fiiggvény holomorf az |z| < 2 korlapon, és f értéke az egységkorvonal végtelen sok
pontjaban valds. Bizonyitsd be, hogy f konstans.

Megoldas: Legyen |z| > L esetén g(z) = f(1/z). Ha |z| = 1 és f(z) valds, akkor g(z) = f(2).
Mivel végtelen sok ilyen pont van az egységkorvonalon, ezek torlodnak az az f és a g értelmezési
tartomanyanak kozos részén, az % < |z| < 2 gytri belsejében; igy az unicitastétel miatt a gytrin
f=y

A két fiiggvény egyiitt kiad egy F(z) egészfiiggvényt, amelynek megszoritasa a |z| < 2 kérlapon
f(2), az |z| > % tartoményon pedig g(z):

f(2) ha [z] < 3
F(z) =4 f(z) =g(z) haj<|z[<2
g(z) ha |z] > 2.

A zart egységkorlapon |F'| folytonos, tehat van maximuma, legyen M = Tn\ax |F'(2)]; ekkor |z| > 1
z|<1
eseténis |F(z)| = |F(1/Z)| < M. Az F tehat korlatos egészfiiggvény; a Liouville-tétel miatt konstans.

Tehat f, az F' megszoritasa a korlapra, szintan konstans.

7. Az f fiiggvény holomorf a |z| < 1 + ¢ egységkorlemezen, |a| < 1, és az egységkorvonalon

| ()| < ——. Igazold, hogy | f(a)| <

|2 —al 1—lal*
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fliggvényre egyenléség van.
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Példaul az f(z) = 1



