
Komplex függvénytan ZH, 2020. október 19.
Megoldások

1. Írd fel az összes olyan u : R2 → R függvényt, amire az

f(x+ yi) = u(x, y) + (x3y − xy3)i

függvény holomorf.
Megoldás: 1. megoldás: Legyen v(x, y) = x3y− xy3. Használva Cauchy–Riemann egyenleteket,

ux = vy = x3−3xy2, uy = −vx = −3x2y+y3. Ekkor u(x, y) = u(0, 0)+
∫ x
0
ux(ξ, 0) dξ+

∫ y
0
uy(x, η) dη

lehet egyedül megfelelő u.
∫ x
0
ux(ξ, 0) dξ =

∫ x
0
ξ3 dξ = x4

4
, illetve

∫ y
0
u(x, η) dη =

∫ y
0
(−3x2η+η3) dη =

−3
2
x2y2 + y4

4
. Tehát u(x, y) = u(0, 0) + 1

4
x4 − 3

2
x2y2 + 1

4
y4 lehet csak. Ám ez megfelel, mivel az

f(z) = z4

4
+ u(0, 0) holomorf függvény, aminek valós része éppen u, még képzetes része éppen v.

2. megoldás: Ha f és g is jó függvény, akkor különbségük tisztán valós. Az első előadáson szerepelt,
hogy ha Im f konstans, akkor f konstans. Tehát az összes megoldás egymás valós eltoltjai. Vegyük
észre, hogy x3y − xy3 éppen 1

4
Im(x + iy)4, amiről tudjuk, hogy holomorf. Tehát konstans erejéig

u(x, y) = 1
4
Re(x+ iy)4 = 1

4
x4− 3

2
x2y2+ 1

4
y4. Azaz u(x, y) = 1

4
x4− 3

2
x2y2+ 1

4
y4+ c valamely c ∈ R-re.

2. Fejtsd Laurent-sorba a f(z) =
1

(z − 2)(z + 1)
függvényt az 1 < |z − 1| < 2 tartományon.

Megoldás:

1

(z − 2)(z + 1)
=
−1/3
z + 1

+
1/3

z − 2
=

−1/3
2 + (z − 1)

+
1/3

(z − 1)− 1
= −1

6
· 1

1 +
z − 1

2

+
1/3

z − 1
· 1

1− 1

z − 1

=

= −1

6
·
∞∑
n=0

(
− z − 1

2

)n
+

1/3

z − 1
·
∞∑
k=0

(
1

z − 1

)k
=
∞∑
n=0

(−1)n+1

6 · 2n
(z − 1)n +

1∑
n=−∞

1

3
(z − 1)n.

Az első szumma akkor konvergens, ha
∣∣ z−1

2

∣∣ < 1, azaz |z − 1| < 2. A második szumma akkor
konvergens, ha

∣∣ 1
z−1

∣∣ < 1, azaz |z − 1| > 1. A Laurent-sor tehát az 1 < |z − 1| < 2 gyűrűn állítja elő
a függvényt.
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3.
(a)

∫
|z|=3

ez

z2 + 3z − 4
dz =? (b)

∫
|z|=3

ez

(z2 + 3z − 4)2
dz =?

Megoldás: (a) A nevező z2 + 3z − 4 = (z − 1)(z + 4), a gyökei a 1 és a −4. A két gyök közül a

1 a körön belül, a −4 kívül van. Cauchy-formula az f(z) =
ez

z + 4
függvényre:∫

|z|=3

ez

z2 + 3z − 4
dz =

∫
|z|=3

f(z)

z − 1
dz = 2πi · f(1) = 2πi · e

5
=

2πei

5
.

(b) Ugyanaz, de most a deriváltra vonatkozó Cauchy-formulát írjuk fel a g(z) =
ez

(z + 4)2
függ-

vénnyel. A g deriváltja g′(z) =
(z + 2)ez

(z + 4)3
.

∫
|z|=3

ez

(z2 + 3z − 4)2
dz =

∫
|z|=3

g(z)

(z − 1)2
dz = 2πi · g′(1) = 2πi · 3e

53
=

6πei

125
.

4. Mutass példát (képletet is írj!) konform megfeleltetésre a D1 = {z : | Im z| < 1} és a
D2 = {z : |z| > 1, Re z > 0 és Im z > 0} tartományok között.

Megoldás: A reciprok elviszi D2-t a {z : |z| < 1, Re z > 0, Im z < 0}. Ezt a négyzetre emelés az
alsó félkörbe viszi. Ehhez 1-et hozzáadva, majd megint reciprokot véve a {z : Im z < 0, Re z > 1

2
}

negyedsíkot kapjuk. Azaz 1
1
z2

+1
− 1

2
D2-t a 4. síknegyedbe viszi. D1-et pedig π

4
-vel való szorzás, majd

eltolás −π
2
i-vel kapjuk az {z : Im z ∈ (−π

2
, 0)} sáv, amit az exponenciális függvény a 4. félsíkra képez

konform módon. Innen adódik a képlet. D2-ből D1-be a függvény

4

π

(
log

(
1

1
z2

+ 1
− 2

)
+
π

2
i

)
,

ahol a ’log’ a logaritmus főértéke. Minden művelet konform volt, azaz visszafele elmondva megkapjuk
D1 → D2 leképezést: √√√√ 1

1

e
π
4 z−π

2
i+2
− 1

,

ahol a gyökvonás az a gyökvonás, ami az alsó félkörből a jobb alsó negyedkört adja.

5. Az f(z) egészfüggvényre arg f(1/n) ≡ π

n2
(mod 2π), ha n = 1, 2, . . .. Mi lehet arg f(−1)?

Megoldás: Legyen

g(z) = f(z) · e−πi·z2 és h(z) = g(z)− g(z);

ezek szintén egészfüggvények. A valós tengelyem h(x) = 2 Im g(x).
A feltétel szerint g(1/n) minden n pozitív egészre pozitív valós, ezért h(1/n) = 0. Az 1/n sorozat

torlódik a 0-ban, tehát az unicitástétel miatt h(z) a konstans 0 függvény; speciálisan h(−1) = 0.
Ebből 0 = h(−1) = 2 Im g(−1) = 2 Im

(
f(−1) · e−πi

)
= 2 Im

(
− f(−1)

)
, vagyis a f(−1) érték valós.

Ezek után három eset is elképzelhető: lehet, hogy f(−1) > 0, vagyis arg f(−1) = 0; lehet, hogy
f(−1) < 0, vagyis arg f(−1) = π; de az is lehet, hogy f(−1) = 0, vagyis arg f(−1) nem létezik.

Mutatunk egy-egy példát arra, hogy mindhárom eset lehetséges:

f1(z) = eπi·z
2 · z; f2(z) = eπi·z

2

; f3(z) = eπi·z
2 · (z + 1).
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6. Az f(z) függvény holomorf az |z| < 2 körlapon, és f értéke az egységkörvonal végtelen sok
pontjában valós. Bizonyítsd be, hogy f konstans.

Megoldás: Legyen |z| > 1
2
esetén g(z) = f(1/z). Ha |z| = 1 és f(z) valós, akkor g(z) = f(z).

Mivel végtelen sok ilyen pont van az egységkörvonalon, ezek torlódnak az az f és a g értelmezési
tartományának közös részén, az 1

2
< |z| < 2 gyűrű belsejében; így az unicitástétel miatt a gyűrűn

f = g.
A két függvény együtt kiad egy F (z) egészfüggvényt, amelynek megszorítása a |z| < 2 körlapon

f(z), az |z| > 1
2
tartományon pedig g(z):

F (z) =


f(z) ha |z| ≤ 1

2

f(z) = g(z) ha 1
2
< |z| < 2

g(z) ha |z| ≥ 2.

A zárt egységkörlapon |F | folytonos, tehát van maximuma; legyenM = max
|z|≤1
|F (z)|; ekkor |z| > 1

esetén is |F (z)| = |F (1/z)| ≤M . Az F tehát korlátos egészfüggvény; a Liouville-tétel miatt konstans.
Tehát f , az F megszorítása a körlapra, szintán konstans.

7. Az f függvény holomorf a |z| < 1 + ε egységkörlemezen, |a| < 1, és az egységkörvonalon∣∣f(z)∣∣ < 1

|z − a|
. Igazold, hogy

∣∣f(a)∣∣ < 1

1− |a|2
.

Megoldás:

∣∣f(a)∣∣ = ∣∣∣∣ 1

2πi

∫
|z|=1

f(z)

z − a
dz

∣∣∣∣ ≤ 1

2π

∫
|z|=1

∣∣f(z)∣∣
|z − a|

|dz| ≤ 1

2π

∫
|z|=1

1
|z−a|

|z − a|
|dz| =

=
1

2π

∫
|z|=1

1

(z − a) · (z − a)
|dz| = 1

2π

∫
|z|=1

1

(z − a) · (1
z
− a)

· dz

iz
=

=
1

2πi

∫
|z|=1

1
1−az

z − a
dz =

1

1− a · a
=

1

1− |a|2
.

Például az f(z) =
1

1− az
függvényre egyenlőség van.

3


