
7. Komplex függvénytan gyakorlat, 2020. november 13.

7.1. ∫ ∞
0

log x

x3 + 1
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7.2. Legyen f(z) =
z

z2 − 1
. Ellenőrizzük, hogy

Res
1
f +Res

−1
f +Res

∞
f = 0.

7.3. A Rouché-tételből számoljuk ki, hogy hány gyöke van a 2z+3z2−z függvénynek az egységkörben.

7.4. Az f(z) függvény holomorf a B(0, 1+ ε) körben, és az egységkört egy háromszögvonalra képezi;
a háromszögvonal minden pontját egyszer veszi fel.

(a) Az argumentumelvből igazoljuk, hogy a háromszögvonal pozitív irányítású.
(b) A lokális injektivitás tételéből vezessük le, hogy f ′(z)-nek nincs gyöke az egységkör belsejében.

7.5. Az argumentum-elvből mutassuk meg, hogy egy elliptikus (két irányban periodikus), nem kons-
tans meromorf függvény a fundamentális paralelogrammán minden értéket és a ∞-t is (multiplici-
tással) ugyanannyiszor, de legalább kétszer vesz fel.

7.6. Bizonyítsuk be, hogy a polinomok gyökei folytonosan függnek az együtthatóktól, azaz ha az
anz

n + . . . + a1z + a0 polinom (ahol an 6= 0) gyökei u1, . . . , un, akkor minden ε > 0-hoz van olyan
δ, hogy ha b0, . . . , bn komplex számok és |bj − aj| < δ (j = 0, 1, . . . , n), és a bnzn + . . . + b1z + b0
polinom gyökei w1, . . . , wn, akkor az 1, . . . , n indexek egy alkalmas σ permutációjára |wj − uσ(j)| < ε
(j = 1, . . . , n).

Házi feladatok

7.7. A reziduumtételből vezesd le, hogy ha p(z) legalább másodfokú polinom, és a gyökei, %1, . . . , %n
különbözők, akkor

∑ 1

p′(%k)
= 0.

7.8. Az ábrán látható tartományon az f(z) = log cos z függvény holomorfan értelmezhető úgy, hogy
f(0) = 1. Határozzuk meg f(−π) értékét az argumentum-elvből.

(Segítség: vizsgáljuk a tartomány tükörképét is.)

7.9. Hány különböző gyöke van a sin z = 2i · z2 egyenletnek az egységkörben?

(Beadandó házi feladatok a második oldalon)
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Írásban beadandó (a Teams-ben feltöltendő) feladatok, határidő: nov. 18.

BE7.1. ∫ ∞
0

dx

(x2 + 1)n
=?

BE7.2. Hány gyöke és hány pólusa van (multiplicitással számolva) az

8z − 3

8− 3z
− 8

9
z4

függvénynek az 1 < |z| < 3 tartományon?

Szorgalmi (Pedál Medál Pirospontra beváltható) feladatok, felölthető nov. 29-ig

PM7.1. A reziduumtétel segítségével igazoljuk, hogy haK nemnegatív egész, és a1, . . . , an különböző
komplex számok, akkor

n∑
j=1

aKj∏
1≤k≤n
k 6=j

(aj − ak)
=

∑
k1,...,kn≥0

k1+...+kn=K−n+1

ak11 · · · aknn .

(A baloldalon álló szám a zK függvény osztott differenciája az a1, . . . , an alappontokon.)

PM7.2. (Pistike és az implicitfüggvény-tétel)
Legyen F (z, w) kétváltozós komplex függvény, amely az (a, b) pont egy környezetében folytonos,

és mindkét változó szerint parciálisan holomorf. Az F (z, w) = 0 lesz a paraméteres egyenletünk: z a
paraméter, w az ismeretlen.

Tegyük fel, hogy az a, b komplex számokkal F (a, b) = 0 (vagyis a z = a paraméterértékre w = b
megoldás), továbbá ∂2F (a, b) 6= 0. Bizonyítsuk be, hogy

(a) Léteznek olyan δ > 0 és ε > 0 számok és ezekhez egy egyértelmű g : B(a, δ)→ B(b, ε) függvény,
amelyre F (z, g(z)) = 0, vagyis a F (z, w) = 0 paraméteres egyenlet lokálisan egyértelműen
megoldható;

(b) A g(z) függvény holomorf;

(c) g′(a) = −∂1F (a, b)
∂2F (a, b)

.

PM7.3. A karakterisztikus függvények gyökeinek vizsgálatával bizonyítsuk be, hogy tetszőleges X, Y
független, azonos eloszlású, legfeljebb 5 abszolút értékű valószínűségi változókhoz létezik olyan t ∈
[0, 1], amire

|P (X + Y < t)− t| > 10−10.

(Schweitzer-verseny alapján)
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