7. Komplex fiiggvénytan gyakorlat, 2020. november 13.

7.1.

z
22 -1

7.2. Legyen f(z) =

Ellenérizziik, hogy

Rlesf—irfielsf—l—Resf:O.

7.3. A Rouché-tételbsl szamoljuk ki, hogy hany gyotke van a 2°+322 — 2 fiiggvénynek az egységkorben.

7.4. Az f(2) fiiggvény holomorf a B(0,1+ ¢) korben, és az egységkort egy haromszogvonalra képezi;
a haromszogvonal minden pontjat egyszer veszi fel.

(a) Az argumentumelvbdl igazoljuk, hogy a haromszogvonal pozitiv iranyitasu.

(b) A lokalis injektivités tételébdl vezessiik le, hogy f'(z)-nek nincs gyoke az egységkor belsejében.

7.5. Az argumentum-elvbél mutassuk meg, hogy egy elliptikus (két iranyban periodikus), nem kons-
tans meromorf fiiggvény a fundamentalis paralelogramman minden értéket és a oo-t is (multiplici-

tassal) ugyanannyiszor, de legalabb kétszer vesz fel.

7.6. Bizonyitsuk be, hogy a polinomok gytkei folytonosan fiiggnek az egyiitthatoktol, azaz ha az

apz2" + ...+ a1z + ag polinom (ahol a, # 0) gyokei uy,...,u,, akkor minden € > 0-hoz van olyan
d, hogy ha by, ..., b, komplex szamok és |b; —a;| < 6 (j = 0,1,...,n), és a b,2" + ... + bz + by
polinom gyokei wy, ..., w,, akkor az 1,...,n indexek egy alkalmas o permutéciojara |w; — u, ;)| < €
(j=1,...,n).

Hazi feladatok

7.7. A reziduumtételbdl vezesd le, hogy ha p(z) legalabb masodfokt polinom, és a gyokei, o1, ..., o

1
kiilonbozsk, akkor =0
> P'(ok)

7.8. Az abran lathato tartomanyon az f(z) = logcos z fiiggvény holomorfan értelmezhetd ugy, hogy
f(0) = 1. Hatarozzuk meg f(—m) értékét az argumentum-elvbél.

(Segitség: vizsgaljuk a tartomény tiikorképét is.)

7.9. Hany kiilonboz6 gyoke van a sin z = 2i - 22 egyenletnek az egységkorben?

(Beadando hazi feladatok a mésodik oldalon)



Irasban beadandé (a Teams-ben feltdltends) feladatok, hatarids: nov. 18.
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BE7.2. Hany gyoke és hany polusa van (multiplicitéssal szamolva) az

BET7.1.

82—3 8,

8—3z 9

fliggvénynek az 1 < |z| < 3 tartoményon?
Szorgalmi (Pedal Medal Pirospontra bevalthatd) feladatok, fel6ltheté nov. 29-ig

PMT7.1. A reziduumtétel segitségével igazoljuk, hogy ha K nemnegativ egész, és aq, . .., a, kiilonbo6zs
komplex szamok, akkor

Z H Z a]fl---afl”.

— ) k1o kn >0
1<k<n kit Akn=K—n+1
"
(A baloldalon 4ll6 szam a 2% fiiggvény osztott differenciaja az ay, ... ,a, alappontokon.)

PM7.2. (Pistike és az implicitfiiggvény-tétel)

Legyen F(z,w) kétvaltozos komplex fliggvény, amely az (a,b) pont egy kornyezetében folytonos,
¢és mindkét valtozo szerint parcidlisan holomorf. Az F(z,w) = 0 lesz a paraméteres egyenletiink: z a
paraméter, w az ismeretlen.

Tegyiik fel, hogy az a,b komplex szamokkal F'(a,b) = 0 (vagyis a z = a paraméterértékre w = b
megoldas), tovabba 0 F'(a, b) # 0. Bizonyitsuk be, hogy

(a) Léteznek olyan § > 0 és € > 0 szamok és ezekhez egy egyértelmii g : B(a,d) — B(b, ¢) fiiggvény,
amelyre F(z,g(z)) = 0, vagyis a F(z,w) = 0 paraméteres egyenlet lokélisan egyértelmten
megoldhato;

(b) A g(z) fiiggvény holomorf;

(© (0 = =g

PM7.3. A karakterisztikus fliggvények gyokeinek vizsgalataval bizonyitsuk be, hogy tetszéleges X, Y
fiiggetlen, azonos eloszlési, legfeljebb 5 abszolat értéki valoszintiségi valtozokhoz 1étezik olyan t €
0, 1], amire

IP(X +Y <t)—t|>10"".

(Schweitzer-verseny alapjan)



