8. Komplex fiiggvénytan gyakorlat, 2020. november 20.

8.1. Irjunk fel (lehetéleg szamolas nélkiil) egy-egy olyan tértlinedris fiiggvényt, amely
(a) a felss félsikot 6nmagéra képezi ugy, hogy a 0, 1, oo pontok képe rendre 1, co, 0;

(b) az egységkort a jobb félsikba képezi;

(c) a jobb félsikot az egységkorbe képezi;

(d) az egységkor felss felét az elsd siknegyedbe képezi.

8.2. Legyen D az egységkor, f : D — D holomort, és a € D az f-nek gyoke. Bizonyitsuk be, hogy

|f(2)] < ' “ 0| megpedig
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1—a
(a) a g(z) = f(2) - . _aaz figgvény; vizsgalataval, (b) a h(w) = f <1w++ai) fiiggvény vizsga-
latéval.

8.3. Egy, az egész sikon meromorf fiiggvény az egységkorvonalat énmagara képezi. Hogyan helyez-
kedhetnek el a gyokei és a polusai? Oldjuk meg Blaschke-szorzattal és kozvetlentil, tiikrozéssel is.

8.4. Legyen J = {z : Rez > 0} a nyilt jobb félsik. Az f: J — J fliggvény holomorf, és f(1) = 1. Mi
a lehetséges f(2) értékek halmaza? (Komponaljuk f-et tortlinearis fiiggvényekkel, és alkalmazzuk a

Schwarz-lemmaét.)
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Hazi feladatok

8.5. A kitevében levé fiiggvény 0-, oco- és 1-beli értéke alapjan, tovabbi szamolas nélkiil, pusztan a
tortlinearis fliggvények és az exponenciélis fiiggvény ismert tulajdonsigai alapjan mutasd meg, hogy
az egységkorben ‘e(z+1)/(z_1)| < 1.

8.6. Tegyiik fel, hogy f(z) holomorf az egységkor belsejében, f(0) =0 és Re f > —1. Igazold, hogy

Re f(w) < 12_’“"1’1}‘.

Irasban beadandé (a Teams-ben feltsltends) feladatok, hatarids: nov. 25.

8.7. Az f : D — D holomorf fliggvény gyokei wy, ws, ... (lehet végtelen sok is). Bizonyitsd be, hogy
1£O)] < ] lwjl-
J

8.8. (a) Irjuk fel a felss félsiknak azt az f konform automorfizmusat, amelyre f(—1) = 0, f(0) = 1,
és f(1) = —1.
(b) Egy h konform leképezés a fels6 félsikra képezi a K kozéppontu ABC' szabélyos haromszog-
lemezt gy, hogy h(A) = —1, h(B) =0, és h(C) = 1. h(K) =? (Vizsgaljuk a h™' o f o h leképezést.)
Szorgalmi (Pedal Medal Pirospontra bevalthatd) feladatok, feltolthets dec. 6-ig

PMS8.1. Legyen P(z) olyan nemkonstans valos polinom, amelyre P(cost)? + P(sint)? = 1. Mutasd
meg, hogy P(x) = +T}(z) valamilyen péaratlan pozitiv egész k-val.

PMS8.2. Azonositsuk az egységkorlemezt a Poincaré-féle kormodellel. Legyen n > 2, aq,...,a, € D,
és .
Z — Qf
Z) =
16 =1l1=—=
k=1
Bizonyitsuk be, hogy az ay, ..., a, pontoknak a kérmodellben vett konvex burka tartalmazza f’(z)-

nek az egységkorbe esé gyokeit.



