
8. Komplex függvénytan gyakorlat, 2020. november 20.

8.1. Írjunk fel (lehetőleg számolás nélkül) egy-egy olyan törtlineáris függvényt, amely
(a) a felső félsíkot önmagára képezi úgy, hogy a 0, 1, ∞ pontok képe rendre 1, ∞, 0;
(b) az egységkört a jobb félsíkba képezi;
(c) a jobb félsíkot az egységkörbe képezi;
(d) az egységkör felső felét az első síknegyedbe képezi.

8.2. Legyen D az egységkör, f : D → D holomorf, és a ∈ D az f -nek gyöke. Bizonyítsuk be, hogy∣∣f(z)
∣∣ ≤ ∣∣∣∣ z − a

1− āz

∣∣∣∣, mégpedig

(a) a g(z) = f(z) · 1− āz

z − a
függvény; vizsgálatával; (b) a h(w) = f

(
w + a

1 + āw

)
függvény vizsgá-

latával.

8.3. Egy, az egész síkon meromorf függvény az egységkörvonalat önmagára képezi. Hogyan helyez-
kedhetnek el a gyökei és a pólusai? Oldjuk meg Blaschke-szorzattal és közvetlenül, tükrözéssel is.

8.4. Legyen J = {z : Re z > 0} a nyílt jobb félsík. Az f : J → J függvény holomorf, és f(1) = 1. Mi
a lehetséges f(2) értékek halmaza? (Komponáljuk f -et törtlineáris függvényekkel, és alkalmazzuk a
Schwarz-lemmát.)

Házi feladatok

8.5. A kitevőben levő függvény 0-, ∞- és 1-beli értéke alapján, további számolás nélkül, pusztán a
törtlineáris függvények és az exponenciális függvény ismert tulajdonságai alapján mutasd meg, hogy
az egységkörben

∣∣e(z+1)/(z−1)∣∣ < 1.

8.6. Tegyük fel, hogy f(z) holomorf az egységkör belsejében, f(0) = 0 és Re f > −1. Igazold, hogy

Re f(w) <
2|w|

1− |w|
.

Írásban beadandó (a Teams-ben feltöltendő) feladatok, határidő: nov. 25.

8.7. Az f : D→ D holomorf függvény gyökei w1, w2, . . . (lehet végtelen sok is). Bizonyítsd be, hogy
|f(0)| ≤

∏
j

|wj|.

8.8. (a) Írjuk fel a felső félsíknak azt az f konform automorfizmusát, amelyre f(−1) = 0, f(0) = 1,
és f(1) = −1.

(b) Egy h konform leképezés a felső félsíkra képezi a K középpontú ABC szabályos háromszög-
lemezt úgy, hogy h(A) = −1, h(B) = 0, és h(C) = 1. h(K) =? (Vizsgáljuk a h−1 ◦ f ◦ h leképezést.)

Szorgalmi (Pedál Medál Pirospontra beváltható) feladatok, feltölthető dec. 6-ig

PM8.1. Legyen P (x) olyan nemkonstans valós polinom, amelyre P (cos t)2 + P (sin t)2 = 1. Mutasd
meg, hogy P (x) = ±Tk(x) valamilyen páratlan pozitív egész k-val.

PM8.2. Azonosítsuk az egységkörlemezt a Poincaré-féle körmodellel. Legyen n ≥ 2, a1, . . . , an ∈ D,
és

f(z) =
n∏

k=1

z − ak
1− akz

.

Bizonyítsuk be, hogy az a1, . . . , an pontoknak a körmodellben vett konvex burka tartalmazza f ′(z)-
nek az egységkörbe eső gyökeit.
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