
9. Komplex függvénytan gyakorlat, 2020. november 27.

9.1. Legyen D 6= C egyszeresen összefüggő tartomány, p ∈ D, és f : D → D olyan holomorf függvény,
amire f(p) = p. Igazoljuk, hogy |f ′(p)| ≤ 1. (Vezessük vissza a feladatot a Schwarz-lemmára.)

9.2. Legyen f az a konform leképezés, ami az {z : |z| < 2, | arg z| < π
4
} körcikket az egységkörbe

képezi úgy, hogy f(0) = 1 és f(1) = 0.
(a) Tükrözésekkel terjesszük ki f -et az egész síkon meromorf függvénnyé.
(b) Hol vannak a kiterjesztett függvény gyökei és pólusai?
(c) Mutassuk meg, hogy a kiterjesztett f racionális törtfüggvény, és írjuk fel képlettel.

9.3. Bizonyítsd be, hogy ha az r1 < |z| < R1 és r2 < |z| < R2 gyűrűk konform ekvivalensek, akkor
R1

r1
=

R2

r2
.

9.4. Mi a felső félsík automorfizmus-csoportja?

Házi feladatok

9.5. Az f függvény holomorf az r < |z| < 1 körgyűrűn, folytonos az egységkörvonalon, és (a) a
körvonalon valós; (b) a körvonalon |f | = 1. Következik-e ebből, hogy a függvény (a körvonalra
tükrözéssel) analitikusan folytatható az r < |z| < 1

r
gyűrűre?

Írásban beadandó (a Teams-ben feltöltendő) feladatok, határidő: dec. 2.

BE9.1. Legyen 0 < a < 1, és legyen a D holdacska az egységkörlemez
és az (a, 1/a) átmérőjű kör különbsége, és legyen f az a konform leké-
pezés, ami D-t a jobb félsíkba viszi úgy, hogy f(a) =∞ és f(0) = 1.
(a) Mutassuk meg, hogy pontosan egy ilyen f létezik.
(b) Igazoljuk, hogy f kiterjeszthető az egész síkon meromorf függ-
vénnyé.
(c) f(1) =?
(d) Hol veszi még fel a (kiterjesztett) függvény az 1 értéket?
(e) A függvény gyökei és pólusai alapján írjuk fel f -et képlettel.

BE9.2. Legyen ϕ olyan konform megfeleltetés az ABCDE szabályos ötszög és a felső félsík között
úgy, hogy ϕ(A) = −1, ϕ(B) = 0 és ϕ(C) = 1. Mi lehet ϕ(D) és ϕ(E)?
(Segítség: D5 hat a szabályos ötszögön)

Szorgalmi (Pedál Medál Pirospontra beváltható) feladatok, feltölthető dec. 13-ig

PM9.1. Bontsuk fel a Poincaré-féle körmodelt olyan egybevágó háromszögekre, amelyeknek két 45
és egy 60 fokos szöge van, és színezzük ezeket felváltva feketére és fehérre. (Lásd M. C. Escher Cirlce
Limit IV — Heaven and Hell c. fametszetét). Létezik-e olyan, az egységkörben meromorf fügvény,
aminek minden fekete háromszögben (denevér) pontosan egy, egyszeres gyöke van, és nincs pólusa,
továbbá minden fehér háromszögben (angyal) pontosan egy, elsőrendű pólusa van, és nincs gyöke?

PM9.2. Legyen A ⊂ D olyan halmaz, amelyre
∑

a∈A
(
1− |z|

)
=∞, és legyen f1, f2, . . . a D egység-

körben értelmezett, holomorf függvényekből álló, egyenletesen korlátos függvénysorozat. Mutassuk
meg, hogy ha minden a ∈ A pontra az fn(a) sorozat konvergens, akkor az (fn) függvénysorozat
lokálisan egyenletesen konvergál egy holomorf függvényhez.

1


