9. Komplex fiiggvénytan gyakorlat, 2020. november 27.

9.1. Legyen D # C egyszeresen Osszefiiggs tartomany, p € D, és f : D — D olyan holomorf fiiggvény,
amire f(p) = p. Igazoljuk, hogy |f'(p)] < 1. (Vezessiik vissza a feladatot a Schwarz-lemmaéra.)

9.2. Legyen f az a konform leképezés, ami az {z : |z| < 2, |argz| < 7} korcikket az egységkorbe
képezi ugy, hogy f(0) =1 és f(1) =0.

(a) Tiikrozésekkel terjessziik ki f-et az egész sikon meromorf fliggvénnyeé.

(b) Hol vannak a kiterjesztett fiiggvény gyokei és polusai?

(¢) Mutassuk meg, hogy a kiterjesztett f racionalis tortfiiggvény, és irjuk fel képlettel.

9.3. Bizonyitsd be, hogy ha az r| < |z| < Ry és ry < |z| < Ry gytrik konform ekvivalensek, akkor
Ry Ry

T1 T2
9.4. Mi a fels6 félsik automorfizmus-csoportja?

Hazi feladatok

9.5. Az f fiiggvény holomorf az r < |z| < 1 korgytirtn, folytonos az egységkorvonalon, és (a) a
kérvonalon valos; (b) a korvonalon |f| = 1. Kovetkezik-e ebbdl, hogy a fiiggvény (a korvonalra
tiikrozéssel) analitikusan folytathato az r < |z| < & gyfirtire?

Irasban beadandé (a Teams-ben feltdltends) feladatok, hatarids: dec. 2.

BE9.1. Legyen 0 < a < 1, és legyen a D holdacska az egységkorlemez
és az (a,1/a) atmérdjd kor kiillonbsége, és legyen f az a konform leké-
pezés, ami D-t a jobb félsikba viszi ugy, hogy f(a) = oo és f(0) = 1.

(a) Mutassuk meg, hogy pontosan egy ilyen f létezik. —1 0 1

(b) Igazoljuk, hogy f kiterjeszthet6 az egész sikon meromorf fiigg- a 1/a
vénnyé. D

(c) f(1) =7

(d) Hol veszi még fel a (kiterjesztett) fliggvény az 1 értéket?
(e) A fiiggvény gyokei és polusai alapjan irjuk fel f-et képlettel.

BE9.2. Legyen ¢ olyan konform megfeleltetés az ABCDE szabélyos 6tszog és a felsé félsik kozott
ugy, hogy ¢(A) = —1, ¢(B) =0 és p(C) = 1. Mi lehet p(D) és o(E)?
(Segitség: Ds hat a szabalyos 6tszogon)

Szorgalmi (Pedal Medal Pirospontra bevalthatd) feladatok, feltélthets dec. 13-ig

PM9.1. Bontsuk fel a Poincaré-féle kormodelt olyan egybevagd haromszogekre, amelyeknek két 45
és egy 60 fokos szoge van, és szinezziik ezeket felvaltva feketére és fehérre. (Lasd M. C. Escher Cirlce
Limit IV — Heaven and Hell c. fametszetét). Létezik-e olyan, az egységkorben meromorf fiigvény,
aminek minden fekete haromszogben (denevér) pontosan egy, egyszeres gyoke van, és nincs polusa,
tovabba minden fehér haromszogh ngyal) pontosan egy, elsérendi polusa van, és nincs gyoke?
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PM9.2. Legyen A C D olyan halmaz, amelyre >, (1 —|z|) = oo, és legyen fi, fa,... a D egység-
korben értelmezett, holomorf fiiggvényekbdl allo, egyenletesen korlatos fiiggvénysorozat. Mutassuk
meg, hogy ha minden a € A pontra az f,(a) sorozat konvergens, akkor az (f,) fiiggvénysorozat
lokalisan egyenletesen konvergal egy holomorf fiiggvényhez.
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