
10. Komplex függvénytan gyakorlat, 2020. decvember 4.

10.1. Melyik függvény harmonikus az alábbiak közül? Amelyik harmonikus, az melyik holomorf
függvény valós része, és mi a harmonikus konjugáltja?

(x, y) 7→ x; (x, y) 7→ x2; x2 + y2; x2 − y2; log(x2 + y2)
1− x2 − y2

1− 2x+ x2 + y2

10.2. Igazoljuk, hogy harmonikus függvény parciális deriváltjai is harmonikusak.

10.3. Igazoljuk, hogy ha egy harmonikus R2 → R függvény felülről korlátos, akkor konstans.

10.4. Legyen n pozitív egész és −1 < a < 1.∫ π

−π

cos(nt)

1− 2a cos t+ a2
dt =?

∫ π

−π

sin(nt)

1− 2a cos t+ a2
dt =?

10.5. Konstruáljunk olyan ϕ : R× (0,∞)× R→ (0,∞) magfüggvényt, amire igaz, hogy ha h(x, y)
harmonikus és korlátos a felső félsík belsejében, és folytonos a felső zárt félsíkon, akkor y > 0 esetén

h(x, y) =

∫ ∞
−∞

h(t, 0)ϕ(x, y, t) dt.

Házi feladatok

10.6. Melyik függvény harmonikus az alábbiak közül? Amelyik harmonikus, az melyik holomorf
függvény valós része, és mi a harmonikus konjugáltja?

(x, y) 7→ y; xy; x3y + xy3; x3y − xy3

10.7. Írj fel a Poisson formula mintájára olyan integráltételt, amely tetszőleges, az egységkör bel-
sejében harmonikus, a zárt körlemezen folytonos u függvény harmonikus konjugáltját állítja elő,
azaz:

Ha u az egységkör belsejében harmonikus, a zárt körlemezen folytonos, akkor a

v(z) =

∫
|w|=1

...................... u(w) |dw|

függvény az u egyik harmonikus konjugáltja.

Írásban beadandó (a Teams-ben feltöltendő) feladatok, határidő: dec. 9.

BE10.1. Mutassuk meg, hogy ha egy kétváltozós valós polinom harmonikus, akkor egy komplex
polinom valós része.

Szorgalmi (Pedál Medál Pirospontra beváltható) feladatok, feltölthető dec. 13(?)-ig

PM10.1. Az egyenlítő közében a Csendes-óceán feneke kilyukadt, amikor belefúródott a Kazinc-
barcika torpedóromboló. Az elfolyó víz miatt a felszínen stabil, nem örvénylő víztölcsér keletkezett.
Milyen f(r) függvény írhatja le a víztölcsér mélységét a tengelytől r távolságban?
(A Kazincbarcika torpedórombolóról Moldova György A Lakinger Béla zsebcirkáló c. novellájában olvashattok bőveb-
ben.)
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